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Zusammenfassung

Eine Multiskalenanalyse erlaubt die Représentation einer Funktion, bzw. gegebenen Da-
ten, in verschiedenen Detailstufen (Leveln). Klassischerweise basieren diese unterschiedlichen
Level auf einer Folge ineinander geschachtelter Funktionenrdume. Mit zunehmendem Level
konvergieren Approximationen in diesen Funktionenrdumen gegen die Ausgangsdaten.

Im Fall der Haar-Wavelets sind dies z.B. Treppenfunkionen mit verschieden breiten Trigern.
Je hoher der Level ist, desto feiner werden die ,,Stufen®, und desto genauer wird die Appro-
ximation.

G.P. Bonneau entwirft nun in seinem Artikel BLaC-wavelets and non-nested wavelets den
theoretischen Hintergrund fiir eine Multiskalenanalyse mit nicht ineinander geschachtelten
Réumen. Er beschreibt zwei Anwendungen:

BLaC-Wavelets sind eine von einem Parameter abhingige Familie von Wavelets, mit
denen es moglich ist eine stetige Vermischung des Haar-Wavelets und des linearen Wave-
lets zu definieren (BLaC = Blending of Linear and Constant). Die Skalierungsfunktion der
Haar-Wavelets bietet als Treppenfunktion eine perfekte Lokalitit, ist aber nur sehr schlecht
geeignet, stetige Daten zu approximieren. Eine bessere Regularitét hierfiir bietet die Hiitchen-
funktion, die Skalierungsfunktion des linearen Wavelets. Diese wiederum besitzt eine nicht
so gute Lokalitdt und ist zum Darstellen unstetiger Daten weniger geeignet. Mit den BLaC-
Wavelets ist es dem Anwender nun méglich, einen fiir ihn optimalen Kompromiss zwischen
der perfekten Lokalitit der Haar-Wavelets und der besseren Regularitét der linearen Wave-
lets zu wahlen.

Als zweite Anwendung der Multiskalenanalyse mit nicht ineinander geschachtelten Réum-
en sind hierarchische Triangulierungen aufgefiihrt. Hierbei wird eine gegebene Triangulierung
in mehreren Schritten vereinfacht, d.h. die Anzahl der verwendeten Dreiecke wird reduziert.
Hierfiir existieren bereits eine Reihe Wavelet-basierter Verfahren, diese sind jedoch aufgrund
der ineinander geschachtelten R&ume immer mit Subdivision verbunden. Bonneau’s Entwick-
lung erlaubt, sich nun davon zu lésen. Dies wird im letzten Teil der Arbeit geschildert.

Im ersten grosseren Teil der Arbeit wird das Konzept dieser neuen Multiskalenanalyse
theoretisch eingefiihrt und erldutert. Anschliessend werden die BLaC-Wavelets definiert, wo-
bei Bonneau’s Ausfithrungen, z.B. durch eine Fehleranalyse, erheblich ergénzt werden. Ver-
schiedene Eigenschaften der Skalierungsfunktionen werden aufgestellt und bewiesen. Ansch-
liessend wird ein hauptséchlich der Anschauung dienender Implementierungsansatz ausfiihr-
lich beschrieben und verwirklicht.

Die Theorie wird darauthin noch auf zwei Dimensionen erweitert. Als Anwendung wird
hier ein einfaches Bildkompressionsverfahren vorgestellt und implementiert. In Zusammen-
hang damit wird auch eine Methode zur Wahl des Parameters fiir ein gegebenes Bild ent-
wickelt.
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1 Multiskalenanalyse

Mit einer Multiskalenanalyse kann eine Funktion in verschiedenen Detailstufen (Leveln) re-
prasentiert werden. Die Informationen, die von einem Level zum néchsten fehlen, werden in den
sogenannten Wavelet- bzw. Detailkoeflizienten gespeicbert. Die Funktion kann somit in einen
groben Anteil und die fehlenden Detailstufen zerlegt werden.

Zu Beginn meiner Arbeit mochte ich vorerst einige einleitende Definitionen und Sétze zitie-
ren und dann erst genauer auf das Konzept der herkémmlichen Multiskalenanalyse eingehen (im
Folgenden mit MSA abgekiirzt, englisch: Multiresolution-Analysis, kurz MRA).

1.1 Hilbertriume

Definition 1 Sei H ein Vektorraum. Eine Funktion < -,- >: H x H — C heisst Skalarpro-
dukt, wenn gilt:

fr—<f,g > linear,
g+——< f,g > antilinear (< f,A\g>= X< f,g>),

<fig>=<g,f >,
<f,f>>0 Vf#£0.

Existiert eine solche Funktion, so ist H ein Prdhilbertraum.
Lemma 1 ||f|| = /< f, f > ist eine Norm, d.h. es gilt

I +gll <[IfIl +1lgll  Vf,9€H,
ML= IMIfII YfeH, YAeC
IIfll =0, (Ifl|=0<= f=0) VfeH.

Der Beweis ist in der géngigen Literatur (z.B. in [6]) zu finden.

Definition 2 Ein Hilbertraum ist ein Prihilbertraum derart, dass (H,|| - ||) vollstindig ist,
d.h. jede Cauchy-Folge bzgl. || - || konvergiert.
Beispiele:

b
1) L%*a,b) =< f:[a,b] — R /|f(t)|2dt < 00
’ b
mit Skalarprodukt < f,g >= /f(t)g(t)dt und

2) L*R)={f:R—R /yf(t)|2dt<oo

mit Skalarprodukt < f,g >= / f(t)g(t)dt sind jeweils Hilbertriume.
R



Definition 3 f und g sind orthogonal, kurz flg, falls < f,g >=0.

Definition 4 Eine Basis {e;,i € I}, I eine Indexmenge, eines Hilbertraums H, heisst Ortho-
normalbasis, kurz ONB, falls fiir alle i,j € I gilt:

D el =1

1 . =
2) <ej, e >= (Si’j—{ ! J

0 : sonst '

Fiir eine Multiskalenanalyse werden noch folgende zwei Abbildungen eingefiihrt:

1. Dilatation: =+ (ax), a €R. Beispiel:

1 : 2€(0,3]
Plx)=¢ -1 : ze(}1]
0 : sonst
1 : ze(0, ﬂ
Dann ist ¢(2z) = ¢ -1 : =z € (5,1]
0 : sonst

Der Tréger der Funktion wird verkleinert.

2. Translation: x— ¥(x—0b), beR.
Die Translation bewirkt eine Verschiebung des Trigers.

1.2 Herkémmliche Multiskalenanalyse

Definition 5 Eine (schwache) MSA besteht aus einer Folge von Teilriumen V,, C L*(R),
n € Z, mit folgenden Eigenschaften:

Vn - Vn+1 (1)

\JVa ist dicht in L*(R) (2)

(YVa=0 (3)
Gelten zusdtzlich noch die Bedingungen
Jp € L*(R), so dass o(x — k), k € Z, ONB von Vj ist, und (4)

Vi ={f(2"2)|f € Vo} (5)

so spricht man von einer MSA.



Bedingung (1) besagt, dass die Rdume V,, mit steigendem n wachsen. Haben alle Riume
endliche Dimensionen, so lisst sich diese Bedingung auch als dim V,, < dim V,, 1 schreiben. Die
zweite Bedingung sichert, dass jede Funktion aus L?(R) mit beliebiger Genauigkeit approximiert
werden kann.

@ ist die sogenannte Skalierungsfunktion. Aus dieser lassen sich durch Dilatationen und
Translationen Basen der Rdume V,, bilden. Es gilt:

{F .= 22p(2"x — k), keZ}, ist ONB von V. (6)
Beweis siehe z.B. [12].
Die Forderung, dass die ganzzahligen Translate von ¢ eine ONB bilden sollen, ist eine sehr

strenge Bedingung, die nicht immer erfiillt ist. Es ist allerdings moéglich diese Bedingung abzu-
schwéchen und durch

Jp € L*(R), so dass ¢(x — k), k € Z, eine Riesz-Basis von Vj ist,

d.h. es existieren positive Konstanten A, B so, dass fiir alle Folgen (c;)rez € I° gilt:

AY e < 11D el = k)72 < B fexl?,

kez keZ kezZ

zu ersetzen. Auch mit einer solchen Basis kann eine MSA konstruiert werden.

Desweiteren existieren wegen V,, C V11 Koeffizienten p; ; € R, so dass sich die gp}l als

n+1

Linearkombination der @; " in der sog. Verfeinerungsgleichung darstellen lassen:

Q) = Z 25 jgp?'H pij €ER (Refinement Equation) (7)
i

Damit lasst sich nun der Waveletraum W, als orthogonales Produkt von V,, in V1
definieren:

Vn@Wn: n+1<:>Wn: n+1@Vn

(Bemerkung: Das intuitive Zeichen ,, © ¢ ist durch genau diesen Zusammenhang definiert, d.h.:
AeB=C& B=C6cA).
Es gilt der folgende

Satz 1 Sei H ein Hilbertraum und (V});cz eine schwache Multiresolution mit V; C H,j € Z.
o0
Dann gilt: H= Q W;

j=—o0

Beweis siehe z.B. [12].

Basen dieser Waveletrume sind die sog. Wavelets ¢} . Auch diese lassen sich als Linear-
kombination der ¢ darstellen:

Yi = ZQ?J‘;D?+1 iy €ER
i



Ferner existiert auch fiir die Wavelets eine Funktion 1, so dass sich die w;t durch Dilatation
und Translation von v erzeugen lassen:

Yp =220(2% —j), jnel (8)
Wegen obigem Satz bilden also die ¢%, j,n € Z, eine ONB von H.

1.3 Anwendung der Multiskalenanalyse

Wie schon zu Anfang gesagt, ist es mit einer Multiskalenanalyse moglich, gegebene Daten in
verschiedenen Detailstufen zu représentieren. Die zwischen zwei aufeinanderfolgenden Leveln
fehlenden Details werden in den sogenannten Waveletkoeffizienten gespeichert.

In der Praxis, z.B. bei Computeranwendungen, ist eine MSA ein méchtiges Werkzeug zur

Behandlung grosser Datenmengen (z.B. Bilder). Da die Daten in diesem Fall jedoch immer
begrenzt sind, geniigt es, sich auf endlich viele Rdume Vj, zu beschriinken. Ublicherweise werden
diese mit Vj, ...., Vx bezeichnet.
Liegt nun eine Funktion f € L?(R) vor, so hat man oft eine feinste Approximation fy von f in
Vi gegeben (z.B. ein Bild, Messwerte etc.). Der unten stehende Index n bzw. N wird als Level
bezeichnet. Je hoher der Level ist, desto feiner ist die Approximation. fy wird nun sukzessive
in einen ,groben“, Uberblick bietenden Anteil und die fehlenden Details zerlegt:

IN — fno1 — fno2 — -+ — fo
N N N AN (Analyse)

gN-1 gN-2 T 90

Hierbei ist f, € V, und g, € W,. Man erhilt als Transformation der Funktion f einen
,grobsten“ Anteil fo und verschiedene Detailstufen gg, g1, ..., gnN_1.

Eine mogliche Anwendung wire nun eine Kompression, die dadurch erreicht wird, dass zu
kleine Waveletkoeffizienten, d.h. diejenigen, die eine gegebene Schranke unterschreiten, entfernt
werden. Natiirlich ist dieses Verfahren verlustbehaftet, die resultierende Darstellung dem Be-
nutzer aber woméglich immer noch detailliert genug.

Beim Aufbau einer Funktion, z.B. eines Bildes, ist es moglich, dieses schrittweise von einer gro-
ben Darstellung aus immer detaillierter anzuzeigen. Hierzu werden von einem gegebenen Level
aus nur die Details dazu addiert.

Ebenso ist es moglich, an den Koeffizienten eines niedrigen Levels Manipulationen vorzunehmen,
dann die Synthese wieder durchzufiihren, um somit Verdnderungen an ,,grosseren® Bereichen der
Funktion zu erreichen.

Im Folgenden mochte ich zwei Skalierungsfunktionen und die dazu gehorigen Wavelets vor-
stellen. Zum einen das wohl einfachste und bekannteste Wavelet, das Haarwavelet, und zum
anderen das auf den B-Splines basierende sog. lineare Wavelet.

1.4 Das Haar-Wavelet

Die Skalierungsfunktion des Haar-Wavelets ist gegeben durch die 1-Funktion auf dem Intervall
[0,1):

1 €10,1
e(z) = Xp,n(z) = { 0 zons[t )
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Abbildung 1: Skalierungsfunktion ¢ und 2

Nun kénnen durch Dilatation und Translation Basen der Riume V,, definiert werden. Es ist

22 : xel2 2k 272(k+1))

,k € Z eine ONB von V,
0 : sonst

(o) = 22" - 1) = {

Linearkombinationen dieser Basisfunktionen sind Treppenfunktionen. Der Raum V,, enthélt so-
mit alle Treppenfunktionen mit ,,Stufenbreite® 273 . Je hoher der Level n ist, desto genauer kann
eine gegebene Funktion durch Funktionen aus V,, approximiert werden.

@ erfilllt zudem folgende Verfeinerungsgleichung;:
p(r) = p(22) + (22 — 1)
Das zugehorige Haar-Wavelet ist folgendermassen definiert:

-1 : z€[0,3)

P(x) = 1 : z€ [%, 1)
0 : sonst
Damit ist
—23 xe22k,25(k+1))
Yi(x) = 229(2" — k) 22 : zc[2:(k+1),22(k+2))
0 sonst

Diese Wavelets bilden ein vollstindiges ONS in L?(R) (Beweis s. z.B. [12] ).

Die Schnittmenge der Tréger zweier verschiedener Treppenfunktionen eines Levels ist eine
Nullmenge. Das heisst, dndert man den Koeffizienten einer solchen Funktion, so hat dies nur
Auswirkungen auf diese eine ,, Treppenstufe®. Mochte man umgekehrt die Approximation mani-
pulieren, so ist direkt bekannt, welche Koeffizienten dafiir geindert werden miissen und welche
nicht. Man spricht hierbei von perfekter Lokalitdt.

Der grosse Nachteil dieser Funktionen ist, dass Linearkombinationen bedingt durch ihre vielen
Unstetigkeiten, nur sehr schlecht zum Approximieren von stetigen Funktionen geeignet sind.
Hierfiir eignen sich die nachfolgend aufgefiihrten linearen Wavelets besser.
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Abbildung 2: Das Haar-Wavelet ¢ und wé

1.5 Lineare Wavelets

Es ist moglich B-Splines als Skalierungsfunktion zu verwenden. Sei N1 = x[o,1) der kardinale
B-Spline der Ordnung 1 (Grad 0). Dann ist durch

Ni() = (Nir * N1)() = / Ner(z — 5) N (y)dy

der kardinale B-Spline der Ordnung k£ € N gegeben. Fiir uns ist nur der lineare B-Spline (d.h.
Grad=1) von Interesse. Dieser ergibt sich als:

x : xel0,1)
pl)y=< 2—x : z€][l,2)
0 : sonst

Linearkombinationen dieser Hiitchenfunktion ergeben einen Polygonzug und sind somit besser
zur Approximation stetiger Daten geeignet als Treppenfunktionen. Der lineare B-Spline erfiillt
folgende Verfeinerungsgleichung;:

pla) = 3(20) + 922 ~ 1) + 5 (20~ 2)

> >

Abbildung 3: Der kardinale B-Spline und seine Verfeinerung



Wiederum lassen sich die Basen der Rdume V,, durch Dilatation und Translation erzeugen:
{QP(x) :=22(2"x — k), k € Z} ist eine Basis von V,.

Wie man sieht, tiberlappen sich die Tréger zweier benachbarter Funktionen. Daher ist die
Lokalitat nicht so gut wie bei den Skalierungsfunktionen im Haar-Fall. Aufgrund der Nicht-
Negativitit der Funktionen bewirkt diese Uberlappung auch, dass ihr Skalarprodukt nicht ver-
schwindet. Es liegt also keine Orthonormalbasis vor, wohl aber eine Riesz-Basis (s. [12]). Die
Gestalt des zugehorigen linearen Wavelets ist in Abbildung 4 zu sehen.

Auf die genaue Berechnung wird in Kapitel 3 eingegangen.

>

Abbildung 4: Das lineare Wavelet

Es existieren jedoch auch Skalierungsfunktionen, die keine Verfeinerungsgleichung erfiillen
konnen. Folglich sind die von ihnen aufgespannten Rdume auch nicht ineinander enthalten. Fiir
diesen Fall entwirft Bonneau in [1] das Konstrukt der MRA with Non-Nested Spaces, , d.h. der
MSA mit nicht ineinander geschachtelten Riumen, und gibt zwei verschiedene Anwendungen:

1. Die sog. BlaC-Wavelets - eine Mischung aus linearem und Haar-Wavelet, die den gréssten
Teil dieser Arbeit einnehmen.

2. Verfeinerung von Triangulierungen, die nicht auf Subdivision-Schemata basieren.

Im néchsten Kapitel wird jedoch zunéchst das Konstrukt der MSA mit nicht ineinander
geschachtelten Rdumen eingefiihrt.
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2 MSA mit nicht ineinander geschachtelten Ridumen

2.1 Das allgemeine Konzept

In diesem Kapitel wird das Konzept der MSA mit nicht ineinander geschachtelten Rdumen,
eingefiihrt. Da dieses Konzept zur Implementierung gedacht ist, gehen wir im Folgenden davon
aus, dass alle Rdume endlich-dimensional sind. Ferner miissen die gegebenen Daten nicht aus
L?(R) sein, sondern nur noch aus L2(£2), wobei 2 C R ein Gebiet sein soll.

Wir betrachten also jetzt Teilrdume V,, C L2(€2). Diese Rdume sollen jedoch nicht ineinander
enthalten sein, stattdessen sollen sie folgende Bedingungen erfiillen:

1) V, ist isomorph zu einem Unterraum V,, von Vat1, dh. V, ~ V, C Vot
2) Vi ist dicht in Ly(Q)

Die zweite Bedingung ist intuitiv, da gegebene Approximationen f,, natiirlich immer noch ge-
gen f konvergieren sollen. Da die Rdume nicht mehr ineinander enthalten sein miissen, ist die
Forderung, dass der Schnitt nur die Null enthalten soll, nicht mehr sinnvoll.

Wir wéhlen folgende Bezeichnungen fiir die Dimensionen und die Basen:

dimV,, = dimV,, =: v(n) < dim V,,; 1 =: v(n +1).

n+1 n+1
1

Es sei {cp’f, e gog(n)} eine Basis von V,,, {gé’f, - @Z(n)} eine Basis von Vj, und {cp s Pu(n1)

eine Basis von V1.

Eine Verfeinerungsgleichung, in der eine Funktion ¢} als Linearkombination der go?“ aus-

gedriickt wird, ist nun nicht mehr moglich. Stattdessen wird versucht, die Funktionen ¢ als

Linearkombination der Lp;“'l moglichst nah an den Funktionen ¢} zu wéhlen. Die Verbindung

zwischen einem Level n und Level n + 1 wird nun daher in zwei Schritten erreicht:
1. Wende den Isomorphismus an, d.h. ersetze ¢} durch ¢7

2. Wende die Verfeinerungsgleichung fiir ¢ an, d.h. driicke ¢7 als Linearkombination der

gp?“ aus:

v(n+1)
o @ = D "
=1
In Matrixschreibweise:
SOn @n _ (pn—l—lpn’ (pi,j) — pte Ru(n+1)><y(n) (9)

Dies ist die sog. approzimierende Verfeinerungsgleichung, da ¢7 die Funktion ¢} mdoglichst gut
approximieren soll.

Analog zur herkémmlichen MSA wird nun der Waveletraum W), definiert, diesmal jedoch als
orthogonales Komplement von V,, in V,,41:

Vn@Wn = Vn+1 & Wy = n+1@‘~/n-

11



Hierbei sei dimW,, = v(n + 1) — v(n) =: w(n) und {@Z){‘,...,@Z)Z(n)} eine Basis von W),
bestehend aus den Wawveletfunktionen. Da die Funktionen w;‘ in V41 enthalten sind, existiert
eine Matrix Q" € R¥(n+1)xw(n) it

v(n+1)
Y ="Q",  dh. j{j ar it (10)
Wegen V,, & W,, = Vj,11 existieren ausserdem Koeffizienten (a! ;)5 (b7;), so dass
v(n)
DI Z bl
In Matrixschreibweise:
@nAn + 1/}an _ SDn+17 mit A € Ru(n)xu(nJrl)’ Be Rw(n)xy(n+1) (11)

P,Q heissen Synthese-Matrizen, A,B Analyse-Matrizen.
Aus (11) ergibt sich:
i = GRAT BT
- g0n+1PnA" + 80n+1Qan
" T(P"A™ + Q" B")
= P"A"+Q"B" =1 (Rekonstruktionsbedingung) (12)

In Blockschreibweise geschrieben bedeutet (11):
~n n An n
@1 (s ) = 0"

Andererseits gilt: (P"[¢") = ("H1)(P"|Q™)

n

A
Daraus ergibt sich: <B”> = (P"|Q")!

n

A
Beachte: (B") und (P"|Q") sind beide quadratisch (R +Dxv(nt1)y,

und es gilt: A"P" = Id,,) und B"Q" = Id,), d.h.
A" = (PM)~L B = (QM) L. (Pseudo-Inverse, da nicht quadratisch)

Insbesondere liefert dies zu wenig Gleichungen, um aus A,B die Matrizen P,Q oder umge-
kehrt zu berechnen. Man beachte weiterhin, dass allerdings A,B und P,Q voneinander abhéingen,
d.h. hat man z.B. ein Analyseverfahren gew#hlt, d.h. die Matrizen A,B festgelegt, so sind, wenn
man noch gewisse Orthogonalitéitsbedingungen zugrunde legt, auch P und @Q bestimmt.
Umgekehrt sind nach Wahl von Skalierungsfunktion und Wavelet unter Orthogonalitétsbedin-
gungen auch die Analyse-Matrizen eindeutig bestimmbar.
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2.2 Orthogonalititsbedingungen

Im Folgenden werden gewisse Orthogonalitdtsbedingungen an die Wavelets und die Skalierungs-
funktionen untersucht. Bonneau fordert hier, dass die Wavelets v]' zu allen Skalierungsfunk-
tionen @7 orthogonal sein miissen, d.h. < 7', ¢7 >= 0 Vi, j. Diese Bedingung ist wegen
f/n ® W, = V,11 auf jeden Fall erfiillt. Man beachte, dass weder die Wavelets noch die Ska-
lierungsfunktionen untereinander orthogonal sein miissen. Eine solche MSA heisst dann semi-
orthogonal.

Bezeichnet G471 =< cp?“, @;H_l > die Gram-Schmidt-Matriz, so ist die Bedingung

<Y, @7 >=0, i=1..,wn),j=1,..,v(n)

dquivalent zu PTGp,11Q = 0, denn:

PTGn+1Q =
P11 Dy(ntl)l <Pttt > - < 90?+17(p7]if+i1 >
= : : : : Q
Piy(n) * Pu(n+1),p(n) < (Panﬂj_l ) SOEH_I - < Son?;irl)a (p?f_l
v(n+1) i +1 v(n+1) 1
< n n < T n
zz1 biec z; P ’90”(’”1) Q1 Qlw(n)

v(n+1) . v(n+1)

dNpt1,1" " "Qu(n+1),w(n)
< Zl Pipvn)¥ n+17()0?+1 > < Z pi,u(n)¢?+latpn&1+1) > -
1=

v(n+1) v( ) v(n+1) ) v(n+1) )
< Z pil()o? Z Qz190n+ e < Z pzlSOrH_ 5 Z qzw (n) n+ >
=1 i
v(n+1) il n+1 v(n+1) il v(n+1) n+1
< Zl Pivm)¥; > Z qi1¥ < 21 Pivm)¥; > Z qiw(n) >
1= 1=
< 90~7117¢711 > 0 < @?’wz(n) >
- z 5 =0
< ‘Pg(n)ﬂ/}? > < SOZ(n)a zbﬁ(n) >
Ferner ist PTG,41Q = 0 dquivalent zu AG, JrlBT =0, denn:
PTG,11Q =0 | A7'=P B1=Q
& (AYHY G B =0 07
& [(AH(GrnB " =0
& (BTG, (A7) = | (B YT =(B"), Gl =G
& (BT)"GpA =0 0!
s (B 'GpA7 =0
-1
& AG, 1 BT=0
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Welche Bedingung man verwendet hiangt davon ab, ob man die Synthese-Matrizen P und Q
oder die Analyse-Matrizen A und B konstruiert. In letzterem Fall ergeben sich dann P und Q
durch:

P =G, AT(AG, 1, AT) 7Y Q=G,,B"(BG,1,B")"! (13)
Beweis: 1)
P =G, AT(AG AT

& [P(AG, 1 ADT =[G, 1, AT
A (AGﬁilAT)TPT = A(GT_L-il-l)T
& A(G,)TATPT = A(By )
& AG L (( PA )T = AG
=I-QB
& AG L I - QB Gpp = A
N————
:I—BTQT
& AG, 1 1Gri1 —AG L BT QTG = A
=1 =0
s A=A

Q= G,1,B"(BG,;,B")™!

< Q(BG,1,B") =G, ;,B"
-1 T T
= Gn+1 QB Gn+1B =B
=I—-PA
& Guy[I — PAG, BT = B

& GG BT — G PAG, BT = BT
N———’

=0
< B =B.

Hat man dagegen P und Q konstruiert, so ergeben sich A und B durch:

A= (PTGpy1P) PTGy B=(QTG,1,Q) QTG (14)

Beweis: 1)
A= (PTG, 1 P) PTG,y
& (PTG, P)A= PTG,
& (P'Guy1 P)AG, L, =P"
~—~
I-QB
& PTGl - QBIG L,
& PT GGyl — PTGr1Q BG L = PT
0
=J =
o pT =pT,
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= (QTGn1Q) QT Gnpa
& B' = Gn1Q(Q"Gr1Q) ™!
&G BT = QTG Q)
&Gl BTQT Gn1Q =Q

= PA}T
& Gl = (PA)TG11Q =Q
& GG Q-G L AT PTGL1Q=Q
=0

S Q ::Q. O

2.3 Analyse und Rekonstruktion

In diesem Abschnitt soll noch einmal néher erlautert werden, wie sich die Koeffizienten der néichst
groberen Darstellung und die Waveletkoeffizienten berechnen lassen. Sei eine Approximation

V
= E ;p”“(p?“ in Vj,41 einer Funktion f vorgegeben. Um jetzt die Koeffizienten z}
v(n)

fiir die nichst grobere Approximation f" = Z xi'pt zu erhalten, berechnet man zunéchst die

Koeffizienten von f* = Y z@? in V,.

Jetzt wird der Isomorphismus angewendet. Dies dussert sich bei Bonneau durch das einfache
Ubernehmen der fiir f® berechneten Koeffizienten fiir die Funktion f™. Hierbei entsteht ein
Fehler, auf den spéter noch genauer eingegangen wird.

Weiterhin berechnet man die Detailkoeffizienten von g" Z Yyt

Die Berechnung dieser und der Detail-Koeffizienten geschleht mit denselben Analyse-Matrizen:
" = Az"t y" = Ba"t! (15)

Denn es gilt: fn + gn = fnt1

w(n) v(n+1)
PN Z % (Pz + Z y?wn _ Z xn—l—l n+1
(n+1) v(n) w(
= > Pty Z akiPr + Z briyy)
i=1
v(n+1) v(n) w(n)
— Z (Z n+1aki952 + Z $n+1bkiwl?)
i=1 k=1
v(n) v(n+1) w(n) v(n+1)
= DG @ tay) )+ DUk > 7 b)
k~:1 =1 =1 i=1
= frygn
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k=1 k=1
v(n+1) v(n+1)
Koeflizientenvergleich ergibt: ) = 3 x?ﬂaki, yr= > x?“bki,
i=1 i=1

d.h. 2" = Az"H, ¢ = Bzt
Vollig analog lasst sich die inverse Transformation zeigen:
xn—i—l — Pxn + Qyn (16)

Die Analyse- und Rekonstruktionsformeln sind somit dieselben wie im Fall der MSA mit
geschachtelten Réumen, jedoch erfolgt die Approximation nun in zwei Schritten:

fori — fo — fo — foo1 — fa1 — - — fo — fo
N N N
9n gn—1 90
Va
fn+1 — fn
N\
9n
In Vit
9n fn+1

Abbildung 5: Rahmenbedingung der klassischen MSA
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Demgegeniiber:

fn+1 I fn A fn

N

9n

Vn—i—l

Abbildung 6: Rahmenbedingung der neuen MSA

Ein wichtiger Punkt ist die Wahl der Funktionen ¢7, bzw. die Wahl der Matrix P. Bei
den BLaC-Wavelets ergeben sich die Synthese-Matrizen P und Q aus der Konstruktion der
Skalierungsfunktionen, bzw. der Teilrdume V,, und der Wavelets. Hier héingt die Wahl der ¢7
von der Anwendung und damit von der Wahl der Skalierungsfunktion ¢y ab, da @7 moglichst
dicht an ¢7 gewdhlt wird. Die Analyse-Matrizen A und B kénnen dann aus 14 gewonnen werden.

Da die Approximationsrdume nicht ineinander geschachtelt sind, kann es theoretisch vor-
kommen, dass sehr grobe Approximationen von den originalen Daten weit entfernt sind und
dadurch Stabilitétsprobleme auftreten. Dies war jedoch in der folgenden Anwendung nicht der
Fall. Dafiir trat jedoch ein teilweise nicht unerheblicher Fehler dann auf, wenn die urspriinglichen
Daten durch Addition von approximierter Skalierungsfunktion und den dazugehérigen Wavelets
wiedergewonnen werden sollten. Eine genauere Untersuchung dieses Fehlers wird in Kapitel 5
speziell fiir die BLaC-Wavelets vorgenommen.

Diese werden nun im néchsten Kapitel eingefiihrt.
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3 BLaC-Wayvelets

In diesem Kapitel werden die letzten Ergebnisse verwendet, um eine von einem Parameter
abhéngige Familie von Wavelets zu definieren, die sog. BLaC-Wavelets. BLaC steht hierbei
fir Blending of Linear and Constant. Diese Familie stellt einen Ubergang zwischen den Haar-
Wavelets und den linearen Wavelets dar. Thr Zweck ist es, einen Kompromiss zwischen der
perfekten Lokalitdt der Haarwavelets und der besseren Regularitéit der linearen Wavelets zu fin-
den. Der Anwender kann selbst entscheiden, welche Eigenschaft fiir seine Zwecke am dienlichsten
ist.

3.1 Skalierungsfunktion des Haar- und des linearen Wavelets

Wie bereits im ersten Kapitel beschrieben ist das wohl einfachste Wavelet das Haar-Wavelet.
Die zugehorige Skalierungsfunktion wurde dort wie folgt definiert:

1 €10,1
e(z) = Xp,n(z) = { 0 zonjt )

Daten die in dieser Basis dargestellt werden, entsprechen einer Treppenfunktion. Das bedeu-
tet zwar eine perfekte Lokalitét, gleichzeitig aber auch eine sehr schlechte Regularitit. Etwas
besser ist die Regularitét der linearen Wavelets. Die zugehorige Skalierungsfunktion ist die sog.
Hiitchenfunktion.

x : x€][0,1)
pelr)=< 2—z : z€][l,2]

0 : sonst

In dieser Basis dargestellte Daten entsprechen einem Polygonzug.

1 - 1 1 1 \ >
1 1 2

Abbildung 7: Skalierungsfunktion im Haar- und im linearen Fall

3.2 BLaC Skalierungsfunktion und approximierte Verfeinerungsgleichung

Die BLaC Skalierungs- und Waveletfunktionen, sowie die approximierende Verfeinerungsglei-
chung héngen von einem Ubergangsparameter A € [0, 1] ab, und werden so berechnet, dass fiir
A = 0 die MSA der des Haar-Wavelets gleicht, und fiir A = 1 der der linearen Wavelets.

18



Die BLaC Skalierungsfunktionen ¢ berechnen fiir A # 0 sich aus Dilatationen mit dem
Faktor 2™ und Translationen mit (i27") der folgenden Funktion ¢:

% 0<z<A
1 A<z<l

v= —x(z—1-A) I1<z<1l+A (17)
0 sonst

D.h. 7' (x) = p(2"(x — i277)).
Anmerkung: Bonneau verzichtet hier auf die allgemein iibliche Normierung mit 273,

A

11 so

1 1 >
A 1 1+ A

Abbildung 8: Grundfunktion der ¢}

Fiir A — 0 konvergiert die Skalierungsfunktion gegen die Haar-Skalierungsfunktion, fiir
A =1 ergibt sich die Hutfunktion.
Die Anwendung der BLaC-Wavelets soll auf beschrinkten Gebieten erfolgen, daher wird die Re-

striktion auf 2 = [0, 1] betrachtet. Somit werden nur die Skalierungsfunktionen mit den Indizes
i=—1,...,2" — 1 verwendet.

Beispiel: Fiir den Level n = 2 ergeben sich somit ¢?(z) = ¢p(4(z — %)) fiir i = —1,0,1,2,3
als Skalierungsfunktionen.

T T T >
0 1 1 3 1
1 2 1
Abbildung 9: Skalierungsfunktionen ¢?

Damit wird nun der Raum V,, definiert durch:

Vo = span{p}(x);i = —1,...,2" — 1} mit dimV,, =[{-1,..,2" -1} | =2"+1=v(n)
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3.3 Eigenschaften der Skalierungsfunktion

Satz 2 Sei C([0,1]) der Raum der auf dem Intervall [0,1] stetigen Funktionen, und f € C(]0,1])
gegeben. Definiere die Stiitzstellen n)' durch
Wi 11FA  2i41+4A

T T3 Ton T gni ;0=10,...,2" =2 und 0y =0, non_ =1.

Dann interpoliert die Funktion

271

BLyf(z) = BLf(z,n) := Y f(n!)e} (x) (18)

i=—1

die Punkte (P, f(n")).

Beweis: Die Stiitzstelle 0", i € {0,..2" — 2} liegt exakt in der Mitte des Tréigers der Funktion
i, nur ™, und ny._; sind fest gewihlt.

f — T — f T |
— n _1 ) n i+1 n 2"—1 — N
0=n2 ny 5= b N 57 i1 on 1=mn5m_4

Abbildung 10: Die Stiitzstellenverteilung

1, i=j
0 , sonst
und daraus folgt dann BL, f(n}) = f(n})e](n}) = f(n}) fiir alle 4, j = —1,...,2" — L.

Damit gilt: ¢} (n}) = fiir alle 4,7 = —1,...,2" — 1,

|

Bei der spiteren Implementierung der Visualisierung einer MSA mit BLaC-Wavelets werden
die gegebenen Daten mit Hilfe des BL,-Operators angezeigt. Hierfiir wird das Intervall [0,1] mit
einer der Bildschirmauflésung entsprechenden Genauigkeit durchlaufen, und an den jeweiligen
Stellen die Funktion BLf(x,n) ausgewertet. Die Werte f(n!'),i = —1,...,2" — 1 entsprechen
dann den Glattekoeffizienten zum Level n.

Satz 3 Die Funktion BL, ist ein positiver, linearer Operator, d.h. es gilt fir alle
f9€ C([0,1]), A p € R:

i) BLnp(Mf 4 pg) = ABLy(f) + pBLy(g)
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Beweis:

i) folgt, da die ¢} nicht-negativ sind.
i1) Seien f,g € C([0,1]),\, x € R dann gilt fiir alle z € [0,1] :

2" —1
Lo(Af +pgiz) = > (AF0i) + ng(ni) e ()
i=—1
2" —1 2" —1
=AY FR)eR@) + i Y gf)er () = ABLu(f; ) + uBLy(g; )
i=—1 i=—1

Satz 4 Die Skalierungsfunktionen eines Levels partitionieren die Fins, d.h. es gilt

2m—1
D eia) = @i (@) + @ () = 1

i=—1
Der Operator BL,, reproduziert also die 1-Funktion.
Beweis: Fiir x = 1 ist ¢ (z) = 0 fiir alle i = —1,...,2" — 2 und 5. _;(x) = 1, hier gilt die

i (e

’L

Behauptung also. Fiir # € [2%, ‘o) mit 4o € {0,...,2" — 2} wird folgende Fallunterscheidung
betrachtet:

1. Fall: x € [{8, o£2)
2n—1
— _Zl% () = ¢f 1 () + pp (7) = 9(2"z — (io — 1)) + p(2"x — i)

=12 —ig+1—A—1)+ ZZ = Zazio"2otiobh — A =,

>

2. Fall: x € [L;A, “)2%1)

2n—1
= > ¢i(r) = ¢} (z) = 1 nach Definition von ¢.
1=—1

|

Die Summe ) x;¢} ist endlich und ergibt aufgrund der Nicht-Negativitidt der Skalierungs-

7
funktion eine Konvexkombination der Daten x;. Dies sichert numerische Stabilitéit, denn seien
x; exakte Koeffizienten der Daten und x7 mit Fehlern behaftet, dann gilt:

|Z$Z<pz sz(pz | <Z‘$z ;kHQOz |_Z|xl_ |901 )

Sm?X\xi Z\sz —mgxrxz-—:cir

a,_/
1

Der Ausgabefehler ist bei Konvexkombinationen also héchstens so gross wie der Eingabefehler.

Satz 5 Fiir f € C([0,1]) gilt: nh_)rglo BL,f(x) = f(x) fiir alle x € [0,1].
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Beweis: Der Beweis wird mit Hilfe des ersten Stetigkeitsmoduls gefiihrt. Dieser ist definiert
durch

w(f,e) = sup{|f(x) = f(y)| - d(z,y) < e},

wobei f aus einem kompakten Raum C(X) mit der Metrik d stammt. In unserem Fall ist C(X) =
C([0,1]) und d(z,y) = |x — y| die Betragsnorm. Wir wenden nun aus [7], S. 414 Theorem 3.1
an und setzen dort A(f,y) = f(y), Y = X, ¥4(y) =1 und ga(y) = y. Theorem 3.1 ergibt sich
dann wie folgt:

Ist BL, # 0 ein positiver linearer Operator von C([0,1]) nach C([0,1]), dann gilt fir alle
fe€C([0,1]), y € X und e > 0 die folgende Ungleichung:

IBLuf0) = S < moa{lIBLal, 2 BL(dl, )5 0)}a(5) + [BLa(19) = 1117 )] (19

Da der BL,-Operator die 1-Funktion reproduziert, verschwindet der zweite Summand, ferner
gilt ||BLy,|| = 1. Ist @ wie in [7], S.414 definiert, dann gilt ©(f;¢) < 2w(f;¢e). Damit wird (19)
Zu:

|BLn(f1y) — f(y)| < 2maz{1, BL (d(-,y);y)}w(f;e) (20)
Nun ist
2m—1
BLn(d(-,y);y) = BLu(|- —yliy) = >_ 10" — vl (v) =: (%)
1=—1

Sei nun z € [2%, %), k€ {0,...,2" — 1}, ist = 1, so wihle k = 2", Die obige Summe besteht

dann aus hochstens zwei Summanden:

2 1
) = |1 =yl W)+ —yler W) < g —yl+ 1k =yl < 53 = 50
N—_—— N——" —— N\ — 2 2
<1 <1 §2n171 S2nl—1

Denn ein Punkt = € [, £E1) hat zur Stiitzstelle n?_, hochstens den Abstand

2717 271
k+1  , 2k+2 2%—-24+1+A 3+A 4 1
Ton T 1T ot T on+1 = ontl = 9+l on-1°

Wihle nun € = zn%g, dann ergibt sich aus (20):

|BLn(f§ y) - f(y)‘ < 2mam{1, 2"—? 2n1—2 }w(f; 2n172)

1
= 2w(f;ﬁ)—>0fﬁrn—>oo.

Damit gilt: BL,(f;x) — f(z) fir n — oo Vz € [0.1].

Bemerkungen:

1. Nach dem letzten Satz kann also eine gegebene Funktion f € C([0,1]) mit wachsendem Le-
vel beliebig nah approximiert werden. Dies entspricht der zweiten Forderung der Definition
einer MSA: |JV, ist dicht in L2(]0, 1]).

n
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2. Das Intervall [0,1] wird hier nur der Allgemeinheit wegen betrachtet. Durch lineare Trans-
formation lassen sich die Ergebnisse auf beliebige Intervalle [a,b] mit a < b tibertragen.

Nun soll noch gezeigt werden, dass die ganzzahligen Translate der BLaC-Skalierungsfunktion
eine Riesz-Basis bilden. Hierfiir benttigen wir noch einige Resultate aus der Fourier- und Wavelet-
Analysis. Die meisten diirften bekannt sein und werden daher nur zitiert. Die nicht aufgefiihrten
Beweise finden sich z.B. in [5] oder in [14].

3.4 Elementare Resultate aus der Fourier- und Wavelet-Analysis

Definition 6 Fiir f € L'(R) ist die Fourier- Transformation F : L'+~ C definiert durch:

o0

F(f) = fw) = [ e de wem
Die inverse Fourier-Transformation ist gegeben durch:
1 [e.e]
f(z) = By / fwe™du (f € L',z € R)

Insbesondere ist } = ffirfel'nC, feL'nC.

Satz 6 (Plancherel) Die Fourier-Transformation lisst sich zu einer beschrinkten linearen bi-
jektiven Abbildung von L? auf sich ausdehnen, F : L? — L2,
Insbesondere gilt:

i) fel’= fel?
i) |If1I3 = 2l £113

1 .
1) < f,g>= or < f,0> (ii) und i1i) heissen auch Parsevalsche Gleichung)
T

iv) Fir f € L* ist F7Y(Ff) = f.
Lemma 2 Fir f € L> N L' gilt: f(/—\h)(u) = e~ h f(y,).

Beweis: Es gilt:

f(/—\h)(u) = / f(x — h)e ™ dy = / f(y)e ™ wth) gy (Subst. y = x — h)

et [ pe iy = e w)

|

Desweiteren soll noch kurz auf Fourier-Reihen eingegangen werden. Die Idee der Fourier-
Reihen beruht auf:
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Satz 7 Das System {e*' k € Z} bildet ein vollstindiges Orthonormalsystem in L*(0,27).
Hierbei ist L*(0,27) der Raum der 2m-periodischen auf (0,2m) quadratisch integrierbaren Funk-
tionen mit dem Skalarprodukt

2w

1
< f?g >L2(0,27r): f(l')g(l')dl’ 7f7g S L2(07 27T)
27
0

Definition 7 Sei f € L%(0,27) gegeben. Dann ist die Fourier-Reihe von f gegeben durch
Sfe) =D cn(fe™.
kez
Hierbei lassen sich die Fourier-Koeffizienten ci(f) berechnen durch:

2w

alf) =< fe* >= / f(@)e e dx

0
Satz 8 Die Funktion ®¢(x) :== > f(z +27k), [ € L*(R), heisst die 2w-Periodisierung
keZ
von f, und es gilt ®; € L*(0,2m).

Satz 9 Sei ¢ € L?(R). Dann bildet {py, = p(- — k); k € Z} genau dann eine Riesz-Basis, wenn

fiir das sog. Autokorrelationssymbol ®(u) := > |p(u+27l)|? gilt A < ®(u) < B f.ii. mit den
lez
Riesz-Basis-Konstanten A,B.

Mit diesen Resultaten ist es nun moglich, die Riesz-Eigenschaft der BLaC-Skalierungsfunktionen
ZU zeigen.
3.5 Die Riesz-Eigenschaft der BLaC-Skalierungsfunktionen

Satz 10 Sei ¢ die Skalierungsfunktion der BLaC-Wavelets und o} (x) = ¢(2"x — i), dann gilt:
Die Funktionen 7,1 € Z bilden eine Riesz-Basis, d.h. es existieren positive Konstanten A,B,
so dass fiir alle Folgen (ay)rez € 12(Z) gilt:

AY la? <11 aref Ol < B Y Jaxf®
k k k

Beweis: Wir betrachten zunichst nur die Funktion ¢ vom Level 0 und ihre ganzzahligen
Translate. Nach Satz 9 geniigt es zu zeigen:

JA,B>0: A< ®(u)<B ,wobel ®(u) wie in Satz 9 definiert sei.

Wir entwickeln ® in eine Fourier-Reihe:

O(w) = |@u+2rl)]> =D cpe

leZ kez
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mit den Fourier-Koeffizienten

2m 2m o

1 . 1 . 1 ,

-k = 271_/‘I)(U)t‘iﬂwduz 271_/lzz:|c,23(u-|—271'l)|2e”mdu: Py / o(u)  p(u)e™™  du

0 0 ‘'€ —oo =¢(-—k) (L. 2)

1 A A Parseval

=5 <8P0 —k) > =< 0( —k) >=< o, o1 >
Damit ergibt sich die Fourier-Reihe von & als:
D(u) = Z < @, pp > e (21)

keZ

Es miissen also die Skalarprodukte < g, pr >,k € Z bestimmt werden. Es geniigt nur
< Qht1, Pk >=< Qp—1, 0k >=< @_1,0 > und < g, pr >=< o, Yo > zu berechnen, da sich
nur die Trager benachbarter Funktionen iiberschneiden:

A A
1 1
<p-1,00 > = <@(-+1),<P>:/Z(—A(x+1—1—ﬁ))dw‘:—AQ/ ? — Awdx
0 0
A
__L(lw?)_éﬁ) _L(AB A72 = 1( AB)
A2'3 277, A2V 3 2 AZY 6
A
6
1+A A 9 1 1+A .
< 0,00 > = / gp(x)de:/szx+/1d:r+ /(—A(x—l—A))zd:r
0 0 A 1
—_—— N —
1 11 111
T — 1 s A:Aig_():é
3A27 | 3A? 3
I1 =1-A
1 14+A 1 1+A-1-A
II1 = 1 / (z—1— A)2de V=272 A3 / y2dy
1 1-1-A
0
_1/ 2= Lt g A A
RV A Vel I 3A2 3
-A
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Damit ergibt sich fiir die Fourier-Reihe von :

—iu

= Z < 0,00k > €M =< o, 01 > €+ < o, 00 > + < 0,01 > €

kezZ
_ézu_‘_l é_i_é—w é(zu_i_ —zu)+1 é
6 37 6° 6o 3
=2cos(u)
A A
gcos(u) +1- 3
A A A
Nun gilt: —cos(u)+1——=>1-2—=A4
3 —— 3 3
>—1
A A
—cos(u)+1——=<1=:B
3 —— 3
<1

A und B sind somit die Riesz-Konstanten fiir die Skalierungsfunktionen vom Level 0. Fir A =1
ergeben sich die fiir die linearen B-Splines bekannten Riesz-Schranken A = 3 1 und B = 1. Fiir die
Haar-Skalierungsfunktionen gilt A = B = 1, hier liegt eine Orthonormalbasis vor. Je niher der
Parameter A der Null ist, desto geringer ist der Abstand zwischen A und B, d.h. desto grosser
ist die numerische Stabilitdt der Berechnungen. Wegen

o¢] e¢]

<oty > = [e@e-ip@e - " [ oy - ey - i)gdy
—0o0 —0o0
1
2n < ('0’“90.7

unterscheiden sich die Riesz-Konstanten von ¢! von den Funktionen vom Level 0 nur um den
Faktor i Damit bilden die Funktionen ¢}',% € Z eine Riesz-Basis mit den oben berechneten
Riesz- Schranken 2nA und 5 LB.
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3.6 Notwendigkeit der MSA mit nicht ineinander geschachtelten Riaumen

Abbildung 11 zeigt, dass man allerdings eine Skalierungsfunktion ¢ nicht durch Skalierungs-
funktionen eines hoheren Levels ausdriicken kann, d.h. V;, € V;,41. Denn in dem gestrichelten
Bereich ist ¢ linear steigend, wihrend dort alle @?H konstant sind. Man benétigt also das

Konstrukt der MSA mit nicht ineinander geschachtelten Rdumen.

n+1
Y1

>

0

Abbildung 11: Die Rdume sind nicht ineinander geschachtelt!

Ziel ist es nun, die isomorphen Funktionen ¢} so zu wéhlen, dass die approximierende Ver-

feinerungsgleichung oy —— @f = Zq%gp?“ eine Vermischung (Blending) der Verfeinerungs-
i

gleichung der Haar- und der linearen Verfeinerungsgleichung ist.

Die Verfeinerungsgleichung fiir das Haar-Wavelet lautete:

n_  ntl n+1
©i = Py T Paiig

Und fiir den linearen Fall:

1 1
n_ — nt+l n+1 - n+l
Yi = 52 T a1 T 5Pk
n n
1 Pi 1 Pi
n+1 n+1
Poi  |P2it1 N1 n+1
¥P2i Y242
- ! - - > - ! T 1 T T ;
R ) 2i+1 242 41 U A 21+1 2142 2143 21+4 142
on T 2n+1 2n+1 2'n.+1 - n on T 2n+1 2n+l 2n+1 2n+1 2n+1 - n

Abbildung 12: Die klassischen Verfeinerungsgleichungen

Dies fiihrt zu folgender Approximation von ¢}

@i = oo™ + bt + (1 — o)l ,a€R (22)
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Hierbei héngt o nur vom Parameter A ab, fir A = 0 (Haar-Fall) ist & = 1, und fiir A =1
(Linearer Fall) ist @ = % Daraus ergeben sich sofort die vorausgesetzten Verfeinerungsgleichun-
gen.

A=0 A=1 A=1

[N

Abbildung 13: Die approximierte Skalierungsfunktion fiir verschiedene Parameter A

Linear interpoliert ergibt sich fiir a: o= —%A +1
An den Randpunkten des Intervalls [0,1] hat die approximierende Verfeinerungsgleichung
folgende Gestalt:

Pl e— @y = ‘Pﬁtl + (1 - 0&)@6”1

n ~n _ n+1 ontl_1
Pon_1 < Pon_1 = APony1_o T ¥

vi
1
n+1
@;:b}l,z @2n+1_1
0 > >

Abbildung 14: Die Situation an den Réndern
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Damit ergibt sich nun die Matrix P™ durch: p" = "1 P" &

1
l—-a « 0
1
(@1, ey @ny) = (Tl ) L—a. 2 41—y + 1)
’ o
1
0 l—oaa«a
1
2n+;;V(n)

3.7 BLaC-Wayvelet-Funktionen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit der Herleitung der BLaC-Wavelets ¢ = q;figog-”l, d.h.
J

mit den Basisfunktionen des Raums W,, = V,, 11 & V,,. Fiir die Berechnung der Koeflizienten q;fi
werden zwei Bedingungen gestellt:

1. Semi-Orthogonalitét, d.h. das Wavelet 1" muss zu allen Skalierungsfunktionen vom Level
n orthogonal sein:

Vi Lo &<y, @f >=0 Vi, j.

2. Der Triger des Wavelets soll minimal sein.

P = apht! —|—g0;{:11 +(1— a)gogﬁz lebt auf den Tragern von fiinf verschiedenen @?H, namlich
n+1 n+1
Poj—15 > P43

n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
P2i—1 P2; P2it1 P2i+2 $2i+3
=n
2

>

n+1

Abbildung 15: ;" tiberschneidet sich mit finf ¢

D.h. um die Semi-Orthogonalitédt zu erfiillen, muss ;" als Linearkombination von minde-
stens fiinf Skalierungsfunktionen angesetzt werden. Wegen der zweiten Bedingung lautet also
der Ansatz:

n __ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
Ui = apy; T F by F gy + dpgs ey

29



Da sich auch die v]* durch Dilatation und Translation aus einer Funktion v herleiten lassen,
sind die Koeflizienten a,b, ¢, d, e fiir alle Level n identisch. Wie bei den Skalierungsfunktionen
wird auch bei den Wavelets auf den Vorfaktor 22 verzichtet:

v = U@ =)

Der Trager eines solchen Wavelets, also der von fiinf aufeinanderfolgenden Skalierungsfunk-
tionen vom Grad n+1, tiberschneidet sich mit dem Tréger von vier aufeinanderfolgenden Basis-
funktionen aus V;, (s. Abbildung 16). Damit reduziert sich die Semi-Orthogonalitéit zu:

<y, pf >=0 J=i— 10+ 1,0+ 2.
+1 1 1 +1 +1
9031‘ 903;1 ‘P;L;Q Sogi+3 Sﬁgi+4

&y ><j¢f >< Py >< B

Abbildung 16: Das Wavelet iiberschneidet sich mit vier Skalierungsfunktionen

>

Es ergibt sich somit ein lineares Gleichungssystem mit vier Gleichungen und den fiinf Un-
bekannten a, b, ¢, d, e. Um dieses eindeutig 16sen zu kénnen, wird noch die folgende Normierung
verlangt:

iz, = [ 10P =1

Die genaue Beschaffenheit dieses Gleichungssystems wird im néichsten Kapitel untersucht.

Da die Funktionen "4 und gpgj "L keinen Anteil am Intervall [0,1] haben, ergeben sich fiir die

Wavelets ¥™; und 93, _, folgende Ansitze:

Py = bo" T + copp Tt + do T + eoiph

n _ n—+1 n+1 n+1 n+1
QbQ”l—Q — a1¢2n+1_4 + b1¢2n+1_3 + cl@gn«kl_g + d1@2n+1_1

Diese Koeffizienten berechnet man durch Losen der beiden linearen Gleichungssysteme

<¢E17S57; >=0 >j: _17071
<P g, @0 >=0 j=-—2"—32"—292" 1

unter Zuhilfenahme der Bedingung
J 1P = [emal =1
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Damit ergibt sich Q € R*("t1)xw(") qurch: PP = QN &

bo
Ch a
dog b
ep ¢ a
d b
e C .
(wzla-"awg”—Q):(¢E—{17"'790§7T7}1_1) d . 2n+1+1:y(n+1)
(& a
b
cC ai
d b
e C
d )
2n=w(n)

Hierdurch erhdlt man den Waveletraum W,, = span{t¢_1,...,1an_2}. Das Wavelet 1 ist in
Abbildung 17 fiir verschiedene Parameter A zu sehen.

A=0 A:i A:%
| ' - Um »
A=3 A=1

N/ NV

Abbildung 17: Das Wavelet fiir verschiedene Parameter A
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4 Die Berechnung der Matrix QQ und Implementierung

In diesem Kapitel soll genauer untersucht werden, wie das lineare Gleichungssystem zur Berech-
nung von Q aufgebaut ist, und wie es implementiert werden kann. Da wir fiir fiinf Variablen nur
vier Gleichungen zur Verfiigung stehen haben, ist dies nicht auf iiblichem Wege moglich. Vier
Variablen miissen in Abhéngigkeit einer Fiinften gespeichert werden, um dies wiederum mit der
zusétzlichen Bedingung in Verbindung zu bringen.

Anschliessend wird noch beschrieben wie die Gléitte- und Detailkoeflizienten des néchst groberen
Levels effizient und stabil berechnet werden kénnen.

4.1 Die Koeffizientenmatrix des LGS

Wie im vorigen Kapitel hergeleitet, muss das LGS < ¢, 97 >=0 ,j=i—-14,i+1,1+2

gelost werden. Da sowohl 4", als auch 7 als Linearkombination der @ZH ausgedriickt werden

n+1l  n+l

konnen, muss hierfiir nur das L?-Skalarprodukt < @; ;> untersucht werden. Dies wurde

in Kapitel 3.5 schon durchgefiihrt, es war

1—% i=j
<@t ottt >= e o i=j+1li=j-1
0 sonst

Damit lésst sich jetzt das LGS < ¢}, ¢} >=0 ,j =14 — 1,4, + 1,4 + 2 berechnen. Man
erinnere sich an die Definitionen:
(A a@S;r Ly b(pgifl + ccpg;fz + dgogifg, + 6@721#4

& = apht + Bt + (1 - )bt

Hiermit lisst sich nun das LGS genauer bestimmen. Im Folgenden wird der Ubersicht wegen
der obere Index n+1 weggelassen, und 1 — % =: ca abgekiirzt.

J=i—1: <Y, o8 >

= afa < 5, p2i—2 >+ < Y2, p2i-1 > +(1 — a) < o, p2; >]
— —_————
0

1A 1
onF1 6 ontIcA

+bla < p2it1, P2i—2 >+ < Y41, P2i-1 > +H(1 — @) < Y241, P25 >]
—_——

0 0 1 _A
on+1 6

1 A A
= goppla(y +eal =) +b(3(1-a))]
=0

J=is <o >

= ala< w24, 02 >+ < P21, Y241 >

TV
1 1 A
ont1cA L6

+bla < poit1, 2i >+ < Y2iq1, P2ir1 > H(1 — ) < Yoip1, P2it2 >

Vv Vv
1A 1, 1A
on+1 6 on+1 A on+1 6
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+c[< 9242, P2i+1 > +(1 — @) < @242, P2i42 > +d[(1 — ) < Y242, P2i43 >]

1A 1 1
on+1 6 onF1cA onF1
1 A A A A A
= gaplalaca+ g) + b(g +ea+(1- Oé)g) + C(E +ea(l—a)) +d((1 - &)E)]
1 A A A A
= W[G(QCA + E) + bea + E) + C(E +ea(l—a))+d((1— a)g)]

=0
J=ai4 1<, o >

= bla< vait1, P2ite >| + cla < vaite, p2ita >+ < Y242, P2it3 >]

1 A 1 1 A
ontl 6 nFICA nFl 6

+d[a < p2i13, P2ir2 >+ < P2i13, P2i3 > +(1 — ) < ©2i13, P2i44 >]

n'g

1 A 1 1 A
on+1 6 on+1 cA on+1 6

+e[< ©2ita, 2143 > +H(1 — ) < Y244, 2544 >]

1 A 1
nFl 6 nFICA
1 A A A A
= o7 [b(ag) + c(aea + E) +d(ea + E) + e(E +ca(l —a))]

=0
J=i42: < e >

= dlo< ©2i43, P2i+a > + el < Yiq4, Y2144 >+ < ©2i44, P2it5 >

1 A A
= ST [d(ag) + e(aca + E”
=0
Es ergibt sich also:
a
A4(1-a) 21-w) 0 0 0 )
1 aca + 5§ CA+% %+0A(1—a)%1—a) 0
A A" A c =0
antl 0 ag aca + cat+g §teall—a) d
0 0 0 ag aca + £ .
Die Rénder miissen noch getrennt betrachtet werden. Fiir den linken Rand, d.h. i = —1, galt

Wy = bo™ T+ coeft + doi T + el
Damit ergibt sich aus der Bedingung < ¢";,¢} >=0 ,j=-1,0,1:

J=—1:<bop"tt + copp™ + dot T + eyt a™h + ™M+ (1 - a)pp ! >

= bla<p-1,02>+<p_1,0-1>+(1—a)< 91,900 >]
~ ~——
2711«%1

1. 1A
on+1 A on+1 6

ol
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col< ¢o, -1 >+(1 —a) < @, o >| + dol(1 — a) < @1, 0 >
0[< o, -1 ( ) < @0, %o ol( ) < @1, %0

1 A 1 1A
on+1 6 on+1 cA on+1 6
1 A A A
= ontl [bo(ca + E) + Co(g +ea(l—a))+ do(g(l —a))]

=0
§=0:<boe"t! + copf ™ + dott! + eoph T a4 (1 - )t >

= bola < 1,90 >] + cola < o, o >+ < o, 1 >] +
—_———

1A 1, 1A
on+1 6 on+1 A on+1 6
doler < 1,00 >+ < 91,901 > +(1 — @) < 1, 2 >]
1A 1 1A
on+1 6 2n+1cA onfl 6
+eo|< Y2, >4(1 — a) < g, >
0[< 2,01 > (1 — @) < 92,02
2n1+1% ﬁCA
1 A A A A
= ontl [bo(ag) + colaca + g) +do(ca + g) + 60(6 +ca(l—a))]
=0

J=1:<bop"T' + o™ + dot™ + eoh ™, ah Tt 4+ it 4 (1 — )i >

= dola < 1,92 >] +eola < 2,00 >+ < pa, 03 > F

1A 1, 1A
onF1 6 on+1CA on+1 6
1 A A
= ﬁ[do(ag) + eo(OéCA + E)]
= 0
Damit ergibt sich:
b
1 cAJr% %+CA(1*05) %lfoz) 0 C(O]
el B s R R
0 0 a% aca + 0
€0

Fiir den rechten Rand, d.h. ¢ = 2" — 2, galt

n _ n+1 n+1 n+1 n+1
11[}2"—2 - a1(102n+1_4 + b1902n+1_3 + ClSDQnJrl_Q + dlgpszrl_l’

Damit ergibt sich aus der Bedingung < ¢4n_,, ¢} >=0 ,j=2"—-3,2" —2,2" —1:

- . n+1 n+1 n+1 n+1
J= 2" —3: < a1@2n+1,4 + b1@2n+1,3 + Cl¢2n+1,2 + d1902n+1,17

+1 +1 +1
g1 gt Ponr_g t (L —a)piin_, >

_ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
= afa<@hln g Phn_y > T < @hi g Pon_g > (L —a) <@pn s ehiha_y >
0 ﬁ% #CA
n+1 n+1
+b1[(1 - Od) < 902n+1_37 ()02n+1_4 >]
1A
2n+1 6
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_ 2n1+1 M@ +ea(l—a)) +b(1— a)@]

=0

- . n+1 n+1 n+1 n+1
] = 2n —2: < a1¢2n+1_4 + b1902n+1_3 + Cl¢2n+1_2 + d1¢2n+1_17

1 1 1
appth  + ‘ng—;l,g + (1 - )by, >

= mfa< @37?—&1_47 90;1:_4—11_4 >+< (p;l:w‘—ll_4a 90;:—-‘—11_3 >]
RETCA TS
+bi[a < (P;rj4-11_47 ‘ng4—11_3 >+< 4/37211111_37 9037111_3 >+(1-a)< nglll_g, 90;;:-11_2 >]
e s e
+ei[< (Pgrj—+11_37 9027111_2 >+(1—-a)< (pgrttll_gv 90721:;11_2 >]
TS Tea

+d1[(1 - Oé) < Sogvtrll_la (pgrj:rll_g >]

_1 A
2n+1 6

= grrlm(oca + 5) thilea + 2) + (S +eall —a) +di((1-)3)

= 0
. 1 1 1 1
j=2" =1 <arphih A+ bhiehth s+ aehih ,+diehth

1 1 1
appth o+ ohin_ + (1 —a)pyl >

= bila< 9037311_3, @3:«—11_2 >+afa< @3:111_27 9037—;—11_2 >+< <ng+11_2, (P;Ia—l1_1 >]
2n1+1 % 2711+1 cA 2n1+1 %
dl [Ck < 90;:_-1—11_17 ()0;7—:—11_2 > + < gp;'r—:—ll_p gpgjﬁ-ll_l > +(1 - OZ) < gpg'r—;—ll_p 90;1:_4—11 >]
A s et
1 A A A
= ——|bhi(a—)+ci(aca + =) +di(ca + —
= 0
Fiir den rechten Rand ergibt sich somit:
a
) %—i—cA(lZa) (1—04)A% o 0o bi
St NS = ecat+g call-a)+5 (1-a)F o =0
0 al aca + a CA + 4
6 6 6 dy

4.2 Beriicksichtigung der fehlenden Gleichung

Durch oben angefiithrte Rechnungen erhélt man somit drei lineare Gleichungssysteme Az = 0
mit jeweils einer Gleichung weniger als gesuchten Variablen. Diese sollen mit der zusétzlichen
Bedingung

[l =1
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gelost werden. Wie lédsst sich das nun implementieren? Ich habe im Folgenden genau den
Ansatz umgesetzt, den man auch ,,per Hand* wihlen wiirde: Ist ein n — 1 x n Gleichungssystem
gegeben, so driickt man n — 1 Variablen in Abh#ingigkeit der n-ten aus:

v, =kix, i=1,..,n—1,k €R

Dies setzt man in die zusétzliche Bedingung ein, erhélt einen Wert fiir z,, und damit auch
direkt fiir z; ,7 = 1,...,n—1. Ist die Matrix A’ gegeben, so wird sie zunéchst wie folgt umgeformt:

ai1l air2 - Aip-1 ax
al 1 (1/1 n ) 7 7n 7n
o J ) a2 -+ Q2p-—1 a2n A
= . T . _ =
/ / - : :
Gp-1,1 - Ap—1
s nohn 0 Gn—1n—1 Qan—1n

Damit ergibt sich:

Un—1,n—1Tn—1 + Gn—-1nTpn = 0

an—1,n

= Tp-1=— Tnn
an—1,n—1
an—1,n

T N S
an—1,n—1

Ap—2n—2Tn—2 + Gn—2n—1 Tn—1 +0n—2nTnn = 0
~—~—
kn—1Tn

_ an72,n71kn71 + apn—2n

= Tp—2 = Tnn
Gn.n—1
- kn—Q _ _an—Q,n—lkn—l + an—2n
an,n—1
Allgemein gilt:
n—1
> Git1ikj—1 4+ aitin
j=it2

ki =

Qit1,i+1

Damit lassen sich iiber z; = k;jx, ¢ = 1,..,n — 1 die restlichen z; einfach berechnen. Die
,Dreiecksgestalt® einer Matrix A ldsst sich mit folgendem Algorithmus in Pseudocode einfach
erreichen:

{n-2 Zeilen durchgehen}
for r=1 to n-1
{unterhalb der i-ten Zeile in den ersten i-1 Spalten Nullen erzeugen}
for i=r+1 to n-2
{die ganze Zeile durchgehen}
for j=r ton
{ay, ist bei uns immer ungleich 0}

. Qir
Jai—1,r

jj = Qij — Qi1
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end
end
end

4.3 Berechnung von [|¢||?

Im Folgenden wird nun |[¢||?> berechnet, um aus der Bedingung ||¢||> = 1 den fehlenden Koef-
fizient e zu berechnen. 1) = ¥ = ap} + bpi + cpl + dpl + e} ist eine Linearkombination der

0}

Y
A 1-A
apg bt cpy dip3 el
Abbildung 18: v als Linearkombination der gojl-
Es gilt:
[e%9) 5+A
1P = [ W@Pdo= [ o)
—00 0

Um diesen Ausdruck rechnerisch bestimmen zu koénnen, wird der Integrationsweg nun so
unterteilt, dass auf den einzelnen Integrationsstiicken die Funktion v entweder konstant oder
linear ist. 12 ist dort entweder auch konstant oder ein Parabelstiick. Hierfiir muss der Weg
nicht nur an den Punkten unterteilt werden, an dem die Funktion von konstantem zum linearen
Verlauf oder umgekehrt wechselt, sondern auch an den Nullstellen. Denn dort beginnt jeweils
ein neues Parabelstiick.

Die Nullstellen lassen sich wie folgt berechnen: Die Lénge des Trégers des j-ten Para-
belstiickes sei mit g; bezeichnet (s. Abbildung 19). Im urspriinglichen Wavelet ) beriihren sich
in einer Nullstelle zwei dhnliche Dreiecke, eines mit einer Seite der Lénge g;, das andere mit
einer Seite der Lénge g;1. Die Hohe dieser Dreiecke entspricht dem Koeffizienten der jeweiligen
Skalierungsfunktion (s. Abbildung 20 , dort mit k und 1 bezeichnet). Es gilt:

gj +gj+1=A
und nach dem Strahlensatz:

k- gj

I g
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g1 g2 gs 94 g5 g6 g7 g8 99 g10

Abbildung 19: ||? wird auch an den Nullstellen unterteilt
k

gj gj+1

Abbildung 20: Berechnung der Lénge von g;

Aus diesen Bedingungen ergibt sich:

_kgiyn _ kK(A—ygj) kA kg;

A B T
ko kA
T
k2 kA kAl kA

L+ 57 BT k1) b+l

Und damit folgt fiir das Integral:

5+A A 1 1492 1+A
/W — /|w2+/w|2+ / [ + / I+ ..
0 0 A 1 1+g2
44+A 5 5+A
- / |¢|2+/|¢|2+/W
4+4-gs 44+A 5

Die Integrale iiber konstante Funktionen sind einfache Rechtecke und lassen sich direkt be-
stimmen:
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Fiir die Berechnung der Integrale iiber die Parabelstiicke werden diese nur monoton wachsend
und bei Null beginnend betrachtet, d.h. das Parabelstiick iber dem Triger g; beginnt bei Null
und endet bei g;. Dort hat die Parabel die Hohe k? erreicht. Das Integral hat also folgende
Gestalt:

9

9j .
ko 5 k2 1 k2% 1, 1 kA , 11KA
/(xgj) “ /9” g2 T3 g2], T 3% T2kt 23k +1

Damit ergeben sich die zehn Parabelintegrale:

AP1:%%CL2
11 a3A
AP2:23§3+b
11 A
AP3:23a3+b
11 53A
AP4:23b;—c
11 3A
APf’:ng}c
11 S3A
APﬁZzg%d
11 &3A
AP7:2303+d
11 &3A
AP8:23d;—e
11 A
AP9:§§;+6
AP10:;§62

Damit ldsst sich jetzt endlich das Integral in Abhéngigkeit der Koeffizienten der Skalierungs-
funktionen ausdriicken. Dariiber kann dann e bestimmt werden.

1= [lf
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= %{(1 — A)[a* +b* + &+ d* + €7

+é[2+ « (v, ¥ 2 c

3¢ a+b a+b b+c bt+c c+d
& 3 43 e,

+ + + + + 2}

c+d c+d d+e d+e

= ( A)[((koe)? + (k1e)® + (kae)® + (kse)? + 7]
é[(k e)? + (koe)® (kie)’ (kie)® (kze)®
3 1\ (koe) + (kie)  (koe) + (kie)  (kie) + (kae)  (kie) + (kge)
(kge)? (kge)? (kse)? e3

2
+ (koe) + (kse) ~ (kze) + (kse)  (kse) +e * (kse) +e +el}
2
= S0 = A)lko® + n® + ko ka? + 1]

A ko3 k3 k3 ko3
+—[ko® + + + +
3[0 ko + k1 ko + k1 k1 + ko k1 + ko
ko k3 k3 e3

+ 1]}

+ + + +
ko+ks ko+tks ks+1 ks+1
2
= SO = A)ko® + b+ ke + k® + 1]

—|—é[k‘ 2 + k03 + klg k13 + k‘23 k23 + k33 k33 +1
3 0 ko + k1 ki + ko ko + k3 ks +1

+ 1]}

=: ES

—e=yf2
Vs

Wir wéhlen hier nur die positive Losung, um die in der Literatur gdngigen Haar- und linearen
Wavelets zu erhalten.

Spezialfiille ergeben sich fiir

1) Y™y =boe™ ! + copp ™ + do ! + oyt
2) ¢721"72 = a1¢2n+1,4 + b1¢2n+173 + 6130721:_-&172 + dlsogr—;}lil'

Die Berechnung erfolgt jedoch vollig analog, es ergibt sich im ersten Fall:

1= [l

1
= 5{(1 — A)[bo2 + C()2 + d02 + 602]

A bo? co® co’ do® do® eo’ 2
+—[bo® + + + + + + +e
3[0 bo+cg bo+ecg co+dy co+dy dog+eyg dy+eg o'}
2
€
= % (1-— A)[k‘oQ + k1 + ko 4 1]
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A k03 +/<713 k13 +k23 /C23 +1
+—Tko® + + +1
3[0 ko + k1 k1 + ko ko +1 I}
i
= —5
2 1
2
:>€0: S—l

Der zweite Fall sieht folgendermassen aus:

1 = /!¢2n—2|2

1
= 5{(1 — A)[(MQ + 512 + 012 + d12]

A 9 a13 b13 b13 013 Cl3 d13 2
+—= + + + + + + +d
3[a1 ar+by a1+by bi+ca b+ca ca+di ca+d vl
d 2
= % (1 — A)[k02 + k12 + k22 + 1]
A k'()3 + ]€13 k13 + k23 ]€23 +1
+—Tko® + +1
3[0 ko + k1 k1 4+ ko ko +1 I}
o,
= 55

[ 2

Damit sind nun alle fiir die Wavelets benétigten Koeffizienten berechnet.
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4.4 Effiziente Berechnung der Glitte- und Detailkoeffizienten

Die Glittekoeffizienten 2™ und die Detailkoeffizienten y” lassen sich aus den Koeffizienten 211
zum Beispiel mit folgender Formel berechnen:

n _ Anl‘n_H; n __ ann+1

Y

Wie in Kapitel 2.2 gezeigt, lassen sich die hierfiir ben6tigten Matrizen A und B durch P und
Q folgendermassen bestimmen:

A= (P'Gn1 P) TP Gy =(Q'G,1,Q) Q"G

Ich habe zuerst versucht diese Formeln zu implementieren. Dies stellte sich jedoch zum einen
als sehr uneffizient heraus, die Berechnung der Matrizen vom Level 7 dauerte schon mehrere
Minuten. Zum anderen war sie sehr instabil. Eine erheblich effizientere Methode stellt Bonneau
in [2] vor:

Sei fn11 € Vi1 eine gegebene Approximation einer Funktion f zum Level n + 1:

on+l_1

f 1= § xn-l—l n+1
n =

i=—1

Die Aufgabe ist es nun die Koeffizienten z}' und y; der Darstellung

2" —1 2m—2
fos1 =D aP@r+ >y (23)
i=—1 j=-1

zu finden. Um die Gléttekoeffizienten z}' zu erhalten, wenden wir auf beide Darstellungen das
Skalarprodukt mit der Funktion ¢}! fiir k = —1, ..., 2" —1 an. Da aufgrund der Semiorthogonalitét
die Wavelets ¢} orthogonal auf die Skalierungsfunktionen ¢ stehen, ergibt sich:

2ntl_1 2" —2 2m—2
1 1~ ~ ~
< D @Ot g >=< Y algl g >+ < >yl e >
i=—1 i=—1 j=—1
=0
2ntl_1 2" —2
1 1 ~
— Z ot <t GR >= Zx < @roy > Jk=-1,...,2" -1
t=—1 i=—1
Man erhilt also das Gleichungssystem
2ntl_1
n+1 n+1l ~n
o~ - - Yoo <P >
< 90711790711 > - < 90721"_1’90711 > 1'711 i=—1 ' ’
<P Pl > < Phn Pl > Thn_4 i
+1 +1 -~
> <o Py >
i=—1
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Um die Detailkoeffizienten zu berechnen, nimmt man auf beiden Seiten der Gleichung (23)
das Skalarprodukt mit der Funktion v} und erhilt:

on+1_1q on_9 on_9
1 1 ~
< D @t R >= < YTt ER R >+ < Y YRR >
i=-1 i=—1 j=—1
=0
2n—2 2ntl_g
1 1
= D yr<updl>= Y et <> k=127 2
Jj=-1 i=—1

Dies ergibt das Gleichungssystem

ontl_q
n+1 n+1 n
>oTT <g Ty >
<YLY > < WPhn_o, YTy > Yy =1 v
< 77[)21’ "7[)721"—1 > < %Ln_ga ¢gn—2 > ygn_Q il 1 1
Z IE?+ < QD:L+ 7¢721”—2 >
1=—1

Es miissen also noch die folgenden Ausdriicke berechnet werden:

n o =n

CL) <(/~7i790j>
b) <Pt @l >
c) <P Yi >
d) <t yl >

Da sowohl die ¢7 als auch die ;" Linearkombinationen der ontt

1
Berechnung des Skalarproduktes < gp?“,cp?“ > zuriickgefiihrt. Dieses Skalarprodukt wurde

sind, werden diese auf die

schon in 3.5 berechnet. Der Ubersicht halber wird bei den folgenden Berechnungen der oben
stehenden Index ,,n+1% weggelassen.

a) <@ ;>

= < apy+ 21+ (1 — a)poiqo, apaj + 02511 + (1 — a)pzjio >

= a® < o, 25 > o < 9oy, 02541 > +a(l — @) < o, pajre > Ha < pait1, Paj >
+ < @2it1,p2501 > +(1 — @) < p2it1, o542 > ta(l — a) < p2it0, 025 >
+(1— @) < 2ita, P2j41 > +(1 — @) < aiya, P22 >

Diese Summe enthilt jedoch nur Summanden ungleich Null fiir folgende Indizes:
j=i—1: Gmi1:=<¢;,¢i"q >
= a < 21,021 > +a(l — a) < 24,92 > +H(1 — ) < v2i11, P21 >

1 A A
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<P Pivg >=1 Gmiy it

<@ e >

o < @i, pai > o < o, P41 > O < Paig1, P2 >+ < P2i41, P41 >
(1 — ) < p2it1, p2i42 > +(1 — @) < @2i42, P21 >

+(1 = a)? < @2it2, P2ip2 >

1 A A A A
2n+1{a20A+aE+aE+0A+(l—a)g—i-(l—a)g—i-(l—a)QcA}

1 A
2n+1{a2+cA+(1—04)20A—|—§(a+(1—a))}

1 2 1 2 A _G
2n+1{a +ea+(1—a) CA+§}—. mi

Der Rand muss wieder gesondert betrachtet werden, es war ¢"; = go’f{l + (1 - a)gogH.
Damit ergibt sich fiir den linken Rand:

Ferner war o5, 1 = a1,

tion:

Gm_1,—1

Gman_19n 1

Gmagn_19n_2

< ()57117 @Zl >
<o 1+ (1 —a)po,p—1+ (1 —a)py >
<p_1,0-1 > +2(1 —a) < o, -1 > +(1 — 04)2 < o, Yo >

St {ea + (1 —a)%ca + 62(1 —a)}

ﬁ{cA +(1—a)%ca+ E(l —a)}

< ()5217958‘ >
<apy+ 1+ (1 —a)pz,p-1+ (1 —a)pg >
a < po,p_1 > —|—Oz(1—0¢) < Yo, po > —i—(l—a) < Y1, P >
1 A A
ﬁ{&g + a(l — OZ)CA + (1 — Oé)g}
1
2n+1

A n -
{a(1 —a)ca + E} =< @y, ¢y >=:Gmo,—1

L+ gog,ﬂl_l, damit ergibt sich am rechten Rand folgende Situa-

< Pon_1, Pon_y1 >
= < Qponti_g t+ Ponti_1, APant1_g + Pont1_g >
= 0% < Panti_g, Pont1_p > 20 < Pont1_g, Ponsi_g >

+ < Qonti_1, Ponti_g >
1

A
= il {ach + g + CA}

= < ()5721"—1795721”—2 >
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< Qg1 g + Pont1 1, APgni1_y + Pant1_z + (1 — @)pgnii_g >
= o < (gnt1_g, Panti_g > +a(l —a) < poni1_g, Pont1_p >
+(1 — @) < panti_1, Poni1_g >
1 A
TG

1 A - ~
= ﬁ{@(l —ajea + g} =< Pon_9,Pon_y >=: Gmgn_g9n_1

2

+a(1—a)cA+(1—oz)6

b) <t et >
= < @i, + paip1 + (1 — a)pajyo >
= a <@, >+ < i 241 > H(1 —a) < i, 2542 >

Damit ergibt sich fiir die Summe im Ergebnisvektor:
antl_g

= Ge; = Z et <ot gt >

(2

= Z x"+1(04 < @i, 025 >+ < @i, P2+1 > +(1-a)< Pi, P25+2 >)
i=—1

= oy (< @1, 025 >) + 0y (@< 02,02 > + < 02 241 >)
~|—1:2j+1(0z< 0241, P25 >+ < V2541, 241 > + (1 — )< Y241, 242 >)
+xgj++12(< 02542, 241 > + (1 — @) < 2542, P2j42 >)

+ah s (1 — @) < paji3, p2j42 >)

A A
_ n+1 n+1
T ontl {372]'—1( 6 —) + x5 (aca + E)
A A A
+ahl (ea + 5t w?ﬁz(g + (1 —a)ea) + 25 (1 - a)o )t

fiir j =0,...,2" — 2

Wiederum sind die Riander Sonderfille:

ontl_q
j =—1: G€ 1 Z $n+1 < SDZL+1 (,5711 >
i=—1
antl_1
— Z :En—H < s0;1-&-1,('071-1-1 + (1 )SOS—H
i=—
1 A A A
= paletNea+ P Hap (G + G- a)ea) a2l (L- ) T}
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j=2"—-1: Gegn_j:= Z it <t gn, >

7

ontl_q
_ n+1 n+1 n+1 n+1
- E Z; < Py ,Oé(p2n+1_2 + 902n+1_1 >

i=—1

1 A A A
= 2n+1 {‘rgrj;ll_g(ag) + l'g:;ll_Q(acA + E) + 'r;zrtrll_l(cA + E)}

Damit ist der Ergebnisvektor vollstindig und das Gleichungssystem zur Bestimmung der
Glittekoeffizienten hat folgende Gestalt:

Gm_1,-1 Gmo,_1
Gm_Lo Gmo,o GmLo 0

n
z™ Ge_q
Gmo,1 Gmin 1

n
0l _ Geon_q
0 Gm2n7272n,2 Gm2n,1’2n,2 2n—-1

Gman_gon_1 Gman_12n_1

Schliesslich werden noch die Félle ¢) und d) fiir das Gleichungssystem zur Berechnung der
Detailkoeffizienten betrachtet:

c) <Y >

= < apz; + bp2it1 + cp2ire + dp2its + ep2ita,
ap2; + bpajr1 + cpojyo + dpajis + epjps >

= a < P, ap; +bpajr1 + cpoiro + dpojis + epajig >
+b < Y2541, a2 + bpaji1 + cpajra + dpajis + epajia >
+c < Y242, ap2j + bpaji1 + oo + dpojrz + epajia >
+d < p2it3, ap2j + bpajr1 + cp2ji2 + dpojrs + epajig >
+e < Y2i14, ap2j + bpajr1 + cpojra + dp2ji3 + e >

Ungleich Null sind hierbei jedoch nur folgende Summanden:

j=ti—1: Dmy;—y =<', ;' >
= ab< Yo, P2i—1 > + ac< Yo, Y2; > + ad< o, Yit1 >
+be< p2iq1, p2i >+ bd< poip1, P2ir1 >+ be< Yoit1, Paite >
+ed< poit2, P2ir1 >+ ce< P42, P2it2 >
+de< p2i+3, Paita >
= 2nl+1{cA(ac—|—bd+ce)+?(ab+ad+bc+be+cd+de)}
= <Y ity >=: Dmy i

j=1: Dmi,i =< ¢?,¢?>
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A< o, 2 > + ab< o, g1 >

+ba< P41, P2 >+ b7< Y241, P21 > + be< pait1, Paiva >
+b< pait2, P2it1 > + < Paita, Paiga >+ cd< Paiva, Prits >
Fde< 2513, Paira > + d°< Paiys, P2ir3 > + de< Paiys, Paiga >
ted< oita, Pivs > + €< Paita, P2ita >

1 A
2n+1{cA(a2 +b02+ 4+ d*+e?) + S (ab+be+ed+ de)}

An den Randern erhalt man:

Dm_q 1

Dman_99n_2

Dmon_39n_2

<Pt Pty >
= <bop-1+copo + dopr + eop2, bow—1 + copo + dopr + eop2 >
= b%< W_1,p—-1 >+ boco< pw_1,po >
+cobo< @0, -1 > + €< o, P > + codo< @0, P1 >
+doco< @1, 00 > + di< @11 > + doeo< o1, 2 >
+eodo< 2,91 > + €5< 2, P2 >
1

A
= oo {eaB 42+ d3+ed)+ = (boco + codo + doeo)}

<,y >
= < apo+bp1 + cps + dp3 + ey, b1 + cowo + dopr + egpr >
= abo< o, p—1 >+ aco< Yo, po > + ado< po, p1 >

+bco< ©1, 00 > + bdo< 1,01 > + bep< ¢1, P2 >

+cdo< p2, 01 >+ ceg< Yo, p2 >+ deg< w3, Y2 >

1 A
= ﬁ{cA(aCO + bdy + cep) + E(abo ~+ adg + beg + beg + cdy + deo)}
= < ’(ﬁﬁl, ’(/J(T)L >=: Dm_170

< gn_g, hgn_o >

= < a1Pon+i_g + b1ponti_3 4+ c1pont1_g + dipgn+i_q,
a1 Pon+1_4 + b1pont1_3 + C1Pont1_o + dipont1_q >

= a3< Ponti_y, Pont1i_g >+ a1b1< Pont1_y, Pont1_g >
+b1a1< Pant1_3, Pan+i_g > + b]< Ponti_z, Pant1_g >
+b1¢1< Pont1_3, Ponti_g > + c1b1< Qonti_g, Pon+i_g >
+CT< pani1_g, Ponti_g >+ c1di< Panii g, Panii_g >
+dic1< Yont1_1, Ponti_g >+ d%< Pon+1_1, Pont1_1 >

1 A
= W{CA(G% +b] +c]+di) + g(aﬂh +bicr + c1dr)}

= < wgn_3,¢gn_2 >
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= < apyni1_g+ bpgnii_5 + Cpan+1_y + dpgnti_3 + eponti_g,
a1pon+1_y + b1pgn+1_3 + c1pon+1_o + dipon+ti_y >

= ba1< pan+1_5, Pon+1_g >+ car1< Pon+i_yg, Ponti_y >
+da1< pant1_g, pon+i_g >+ cb1< Pant1_y, Pon+1_3 >
+db1 < pgn+1_3, Pant1_3 >+ €b1< Yont1_g, Pon+1_g >
Fde1< pon+1_g, pont1_g >+ €C1< Pan+1_g, Pont1_g >
tedi1< pant1_g, Pont1_g >

1 A
= ontl {ea(car + dby +ec) + E(bal +day + cby + eby + dey + edy)}

= < w;n_2,¢gn_3 >=: Dmgn_Q’Qn_g

Der Ergebnisvektor im Gleichungssystem zur Berechnung der Details sieht wie folgt aus:

ontl_1

B Dey= Y 4t <grtups

2ntl_q

= Z x?+1 < @i, ap2j + b1 + cpajra + dpajrs + epajpa >
i=—1

= 250 (a< p2jo1, 025 >) + ) (a< 92, 025 > +D< 025, 241 >)
+$721j++11(a< ©2j+1, P25 > + < 241, 0241 > + < Yoq1, P42 >)
+x§ff2(b< P2j+2, P2j41 >+ ¢ < P2j42, 0242 > +d < P2j42, P2j+3 >)
—|—w727+13(6< ©2j+3, P12 > +d < p2j43, Y243 > +e < Y2743, P14 >)
+x3jﬁ4(d< P2j+d, P2j+3 > + €< P2j4d, P2j44 >)

+1
257 5 (e< 2515, P24 >)

1 A A A A
= on+1 {‘/L';L;r—ll(ag) + fﬁgfl(a% + bg) + :L‘g;_ll(ag + bea + CE)
A A A A
+x§;“+12(b€ +ecea + dg) + xgﬁg(cg +dea + 6@)
A A
+x721f+14(dg +eca) + 5”3;5:5(@5)}
fiir j = 0,...,2" — 3
Die Randsituation stellt sich wie folgt dar:
antl_1
j=—-1: De_y:= Z it <t ym >
i=—1
antl_q
= Z x?ﬂ < @i, bop—1 + copo + dop1 + egp2 >
i=—1

= 2T (bo< 1,01 > + c0< p_1,%0 >)
+20 (bo< o, p—1 > + o< o, po > + do< o, p1 >)
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+x1(co< @1,90 > +do < @1,01 > +eg < p1, 92 >)
+x§+1(do< 02,1 > +eg < P2,02 >)
+ai T (eo< p3, 02 >)

1

A A A
_ n+1 n+1
— 2n+1{w_1 (boca —l—cog) + x{ (bog + coca +d0€)

A A A A
+27 (e + doca +eo ) + 25 (do e + eoca) + 25 (e0 )}

antl g
j =2" -2 D62n,2 = Z l’?’Jrl < gO?Jrl,T,ZJgn_Q >
i=—1

antl_q
1
= Z x;”' < i, A1 Pon+1_y + bl(p2n+1_3 + C1Pon+1_9 + d1g02n+1_1 >

i=—1
= $§j+11_5(al< Pont1_s, Pont1_y >)
+I§:+11,4(a1< Pont1_y, Pon+1_y >+ b1< Pont1_yg, Pon+1_3 >)
+Zon+1_3(a1< Pant1_3, Pon+1_4 >+ b1 < Panti_g, Pont1_3 >
+e1 < Panti_g, Panti_g >)
+Tgn+1_9(b1< Pant1_g, Pant1_g >+ ¢1 < Panti_g, Pont1_g >
+d1 < Pant1_g, Poni1_g >)
+$;j+11_1(61< Yon+l_1, Ponti_g >
+di < Ponti_q, Pan+i_q >)

1 A A
= @) e 00 2)
A A A A
+:C;j+11_3<a1€ 4+ bica + c1 €> + xg;:-ll_z(blg + c1ea + dlg)
A
+alitl (1= + dica)}

6

Damit ist auch das Gleichungssystem zur Bestimmung der Detailkoeffizienten vollstdndig
und hat folgende Gestalt:

Dm_y1 1 Dmy 1

Dm_Lo Dm070 Dm170 0 n De_y
Dmgy1 Dmay g ¥-1 :
Yon_o '
n __
0 Dman_39n_3 Dman_g2n_3 Deon_s

Dman_39n_9 Dmon_g9on_o

Aufgrund der Skalarprodukteigenschaften sind die Koeffizientenmatrizen beider Gleichungs-
systeme positiv definit und symmetrisch. Zu einer numerisch effizienten und stabilen Berechnung
bietet sich damit das Cholesky-Verfahren an (siehe z.B. [15])
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4.5 Die Implementierung

Zur Visualisierung einer Multiskalenanalyse mit gewdhltem Parameter A wurde das Programm
MultiResol geschrieben. Wird das Programm gestartet, so erscheinen ein Fenster mit Bedienele-
menten sowie sieben weitere Fenster mit Funktionsgraphen.

2 Multiskalenanalyse M [a]E 1)1 2 Die Glatteantsile der Furktion =10 x|
13
Dela 069 [ 4] 2 ¥ o
o] :
Aftuelles Delta 0.4

05 -
Levet 7 ] ‘

v Zoom SkaHunkt [ Zoom Wavelst 0z 04 0e 08 1

(5 o aierungshuiil =T ol
15
i 1
0s
a5
08 1
05
1ol x|
15
1 1
5 08
0015625 02 04 - 06 08 i
05 45
0 Wavelet =10l x| 4
1.47991 -
2 Fehler P i =101 x|
0986604

0.493302 1

0015625

-0.433302 o5 02 04 os 08 1

-0.386604 4

Abbildung 21: Das komplette Erscheinungsbild des Programms

Die drei Graphen auf der linken Seite enthalten von oben nach unten die Skalierungsfunktion
p, die approximierte Skalierungsfunktion ¢, und das dazugehorige Wavelet . Auf der rechten
Seite sind ganz oben die groben Anteile der Funktion zu sehen, gefolgt von den fehlenden Details.
Hier handelt es sich um die Summe aller Details, d.h. nicht nur um die Details des jeweiligen
Levels, sondern um die aller Level.
In dem darunterliegenden Graphen werden die Glétteanteile und die fehlenden Details addiert.
Hier ldsst sich fiir ein A € (0,1) ein Fehler beobachten (s. Kapitel 5), da anstelle der Funktion
¢ die Funktion ¢ verwendet wird. Dieser Fehler ist als Differenz der Ausgangsdaten und dieser
Summe in dem letzten Funktionsgraphen dargestellt.

4.5.1 Die Bedienoberfliche

Ganz oben in dem Fenster befindet sich ein Schieberegler mit dem sich der Parameter A einstel-
len lasst. Dieser wird direkt links von dem Regler angezeigt. Mit dem Betétigen dieses Reglers,

50



:;—'- Multizk alen-Analyze

Dela: 054 | 4] n | G

Aktuellez Delta; 0.86

Level 5 | J

¥ Zoom Skalfunkt [ Zoom Wavelst

_?l {ifrien | Sichern | Beenden

Abbildung 22: Das Bedienfeld

werden die beiden Skalierungsfunktionen und das Wavelet verdndert. Hier hat der Anwender die
Moglichkeit stetig zwischen der Haar- und der Hutfunktion zu wechseln. Dieses so gewéhlte A
hat jedoch noch keinen Einfluss auf die rechts angezeigten Daten.

Betitigt man den Knopf Go!/, so wird das angewidhlte A als aktuelles A deklariert. Die
Synthese-Matrizen P und ) werden neu berechnet, und die rechts stehenden Daten werden nun
als Linearkombination der Basisfunktionen des aktuellen Parameters dargestellt.

Der Schieberegler Level ist fiir einen Wechsel des aktuellen Levels zustédndig. Wird ein niedri-

gerer Level gewihlt, so werden iiber das Cholesky-Verfahren (s. voriges Kapitel) aus den glatten
Anteilen der Daten die néchst groberen Koeffizienten berechnet und rechts oben im Graphen
angezeigt. Ebenfalls {iber das Cholesky-Verfahren werden die fehlenden Details ermittelt und zu
den bisherigen addiert, was im zweiten Graphen rechts zu sehen ist.
Wird ein hoherer Level gewihlt, so werden aus den aktuellen Glattekoeffizienten und den Details
vom aktuellen Level iiber die Synthese-Matrizen P und () die néchst hcheren Glattekoeffizien-
ten berechnet und angezeigt. Die hierfiir verwendeten Details werden von der Detaildarstellung
subtrahiert.

Die beiden Zoom-Schalter dienen der ndheren Betrachtung der Funktionsgraphen auf der
linken Seite. Wird Zoom Skal-funkt. angewahlt, so werden die beiden Skalierungsfunktionen ¢
und ¢ in voller Fenstergrosse angezeigt. Analoges gilt fiir das Wavelet bei Wahl von Zoom Wa-
velet. Sind diese Schalter nicht angewéhlt, so werden die Funktionen in ihrer originalen Grosse
dargestellt.

Beim Aufruf des Fragezeichens erscheint ein kleines Info-Fenster, und durch ein souverénes
Anklicken des Buttons Beenden wird das Programm iiberraschenderweise beendet.

4.5.2 Das Datenformat

Mit den Buttons Offnen und Sichern lassen sich die gerade verwendeten Daten speichern und
auch wieder laden.
Beim Sichern werden die Daten in der Aufschliisselung gespeichert, wie sie auch gerade im

51



Programm vorliegen, d.h. es werden die Glattekoeffizienten des aktuellen Levels und danach
levelweise die fehlenden Details geschrieben. Eine solche .mdt-Datei hat folgenden Aufbau:

sMusterdatei.mdt
;MazxLevel:
7
;Level:

4

SRR E KA FEFAKAAK
; Daten

;Glattekoeffizienten:
-0.110837

0.370455

0.716512

)

s Waveletkoeffizienten:

sLevel:/
0.0227733
0.0067778

;Level:5
0.0187917
-0.000901674

;Level:6
0.00693689
0.000304413

Durch ein Semikolon wird ein Kommentar eingeleitet. Zu Anfang der Datei werden der

Dateiname, der maximale Level (also der Ausgangslevel) und der Level zum Zeitpunkt des Spei-
cherns (der aktuelle Level) gesichert. Darauf folgen die Glittekoeffizienten des aktuellen Levels,
wiederum gefolgt von den Waveletkoeffizienten. Diese werden levelweise gespeichert, ausgehend
vom aktuellen Level bis MaxLevel-1.
Wurde eine solche Datei gespeichert kann sie mit einem beliebigen Texteditor manipuliert wer-
den, z.B. kénnen durch Verdndern der Glattekoeffizienten eines geringen Levels ganze Teile der
Funktion veréindert werden. Hierfiir werden die gednderten Daten in MultiResol wieder geladen
und durch eine Synthese wieder der urspriingliche Level hergestellt.
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5 Fehler-Analyse

5.1 Vorbereitungen

Wird bei der Analyse ¢ durch ¢ ersetzt, so entsteht fiir 0 < A < 1 ein Fehler. In diesem Kapitel
soll dieser Fehler genauer untersucht werden.
Ist f,+1 eine Approximation einer Funktion f in einem Level n + 1, so hat f die Darstellung:

fn+1 Z wn—H n+1

Nach der Berechnung der Koeffizienten z' und y}"‘ und Anwendung des Isomorphismus, sprich
Ersetzung von ¢ durch ¢, ergibt sich somit:

an—i-l n+1 _ Zx?SC;? + Zyﬁﬁ?
' j

Z wel + > YT
j

Q

Es entsteht also folgender Fehler:

e = \Zx ¢Z+Zy;lw me >_vifl
J
= sz Z%%
7
= ‘sz Spi — i)
(2
< Z!x?l\s5?—s0?l
(2

Damit héngt der Fehler also insbesondere von der Ahnlichkeit der Funktionen ¢ und ¢
ab. Ziel ist es nun, eine Fehlerfunktion in Abhingigkeit des Parameters A herzuleiten. Die
Extremstellen dieser Funktion kénnen hierbei ein weiteres Kriterium fiir die Wahl des Parameters
sein.

Da sowohl ¢ als auch ¢ stiickweise linear sind, wird die Fehlerfunktion als L; — Norm der
Differenz dieser beiden Funktionen definiert:

e(B) = |F(2) — (@)1, = / () — ob(@)|de

Hierbei war

. . A
P =gy ol (- a)efy mit a=1-2

) A
= ¢ = (1= )5 + el + Seni

5)
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Ferner galt noch ¢'(z) = ¢(2"(x —i27")) = ¢(2"z — 7). Damit ist also dann

A

@6 () — o5 (@) = [(1 - 5)@(2"“96) +p2" e —1) + %@(2"“ —2) — p(2"x)|.

Die Differenz dieser beiden Funktionen soll jetzt abschnittsweise untersucht werden. Die
Abschnitte werden, wie in Figur 23 dargestellt, jeweils von einem ,,Knick* zum néchsten gewéhlt.
Die Differenz wird dann elementargeometrisch berechnet. Diese Berechnung ist fiir A < % und
A > % etwas unterschiedlich, fiihrt jedoch zum selben Ergebnis. Hier soll nun die Berechnung
fiir A < % vorgefithrt werden.

5.2 Die Berechnung des Fehlerintegrals
Fiir A < % ergibt sich folgende Einteilung:

©o
Po
I I marmv, v VI VII VIIIIXJ XX
0 A A 1 1tA 2 24A . 1+A 3 3i4a %
on+1 51 on 9gn+1 on+1 on+1 on+1 82 on gn+1 on+1

Abbildung 23: Die Einteilung der Berechnungsabschnitte

I) Die Differenz beider Funktionen ist hier die Differenz zweier Dreiecke. Das obere Dreieck
hat die Hohe «, das untere die Hohe 908(25%) = ¢ 2,2111 A) = 1. Die x-achsenparallele Grundseite
ist bei beiden Dreiecken identisch und hat die Lénge %, damit ist also

x n 1 A 11 A A A 1 A(l—A)

IT) Um die Fldche dieses und des néchsten Dreiecks zu berechnen, muss zuerst s; berechnet
werden. s ist die Stelle, an der die Funktion ¢ den Wert o annimmt:

2 A oA (2-A)A
SOS(SI):K81:a:1_5:>81:27:W
Damit hat die x-achsenparallele Seite des gesuchten Dreiecks die Linge s1 — 5 A = A;LA)  Wie

in I) gezeigt, gilt @8(%) = 1 und trivialerweise @8(%) =a=1-— %. Die Hohe des Dreiecks

betrigt also oo — % = % — %, damit ist dann
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IIT) Die Lange der x-achsenparallelen Grundseite betragt onwo— 81 = 2%%, die Hohe hat die

Lénge 1 —a = %. Es ergibt sich also

A?)
= 99on+l 9 = on+3"

|76 () — o ()

ey \%‘D
a.
)
\
|
&,
>

IV) Hier liegt ein Rechteck der Hoéhe 1 — a = % und Breite 271% — 2% = g,fé vor:

- A 2A(1 - 2A
P (= (@)|dz = 52%1(1 —2A) = (2n+3)

V) Die x-achsenparallele Seite des zugrundeliegenden Dreiecks hat die Léinge %jﬁ — 2,1% =

25% mit der zugehorigen Hohe der Léange %, also:

VI) Der Fehler ist offensichtlich gleich Null.

VII) Die Fliche des gesuchten Dreiecks berechnet sich hier aus der Fléche des Rechtecks plus
Fliache des Dreiecks, welches von ¢} begrenzt wird, minus der Flidche des Dreiecks, welches von

@@ begrenzt wird (s. Abbildung 24)
Es gilt (wie bei I)): apo(gffﬁ) 3 und @f(37) = 2.

“n

%0
n
¥0 >

Abbildung 24: Die Berechnung bei VII)

Die Breite dieses Abschnitts betrigt gj - 2n2+1 =5 A Es ergibt sich also:
244
T A1 A 11 A 1, A A Al-A)
[ 1606~ ebtalds = 55505 = 3+ g — 50— D = g
2

VIII) Hierfiir, und fiir die Berechnung des n#chsten Dreiecks, wird der Punkt sy bendtigt.
sg ist die Stelle (> 1), an der die Funktion ¢ den Wert 1 —a = % annimmt:

1 A 1
0(52) = p(22) = =L (s = 1= D) = T = sy = (2424 - A?)

55



Die Breite des Dreiecks betriagt so — QHAH = Aé};?), und die Hoéhe % — %, damit ist dann

52

~ 1A1-4A),1 A Al — A)Q
[ 166w - et = 3 20 ZB G - 2y = RE=D)
2+ A
on+1
IX) Die Lénge der x-achsenparallelen Seite betréigt 1;,? — 89 = fﬁla die zugehérige Hohe

R A.
hat die Lénge 5:

. . 1 A2 A AP
[ 165 = db@lde = 3o = ours

X) Hier liegt wieder ein Rechteck vor, diesmal mit Breite 25;1 — %j{ JrAl = 12;3? und Hohe %:
_3
o A(1 - 2A)
- 2 -
[ 185 - i@l = 22055
1+4
27L

XI) Und zu guter Letzt noch ein Dreieck mit x-achsenparalleler Seite der Liange ;’,T ﬁ — 2,511 =

25% und mit Hohe %, also:

3+A
i A A A
- 1
[ 185@) - cb@lds = 55555 = ous
Q’n?:‘rl

Damit haben wir nun alle Zutaten zusammen und konnen fiir A < % die Fehlerfunktion
aufstellen:

e(d) = / 8() — ob(@)ldz

R

- 2n1+3{A(1—A)+A3+(1—A)2A+2A(1—2A)+A2+A(1—A)Jr
Al — A)? + A% +2A(1 - 2A)A?}

= %{1—A+A2+1—2A+A2+2—4A+A+1—A+1—2A
+A% + A% +2 —4A + A}

= 2n1+3(4A3—12A2+8A)

Die ersten beiden Ableitungen lauten:

J(A) = 2n1+3 (12A2 — 24A + 8)
1
" -
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Als notwendige Bedingung fiir Extremstellen wird die Ableitung Null gesetzt:

¢(A)=0

12A% —24A +8 =10

zv—2A+1—é:o
1

A-1)2--=0

(A -1 -3

1 1
A=ldy/=VA=1—4/>
+V§ 3

A ~ 1,5773503 A Ay =~ 0,4226497

Tt 111

A liegt nicht im Intervall [0, 1] und ist deshalb fiir uns uninteressant. Fiir Ag gilt

(D) = 24(1 — ——) — 24 < 0.

V3

Hier hat die Fehlerfunktion also ein Maximum mit e(1 — %) A 271%(1.396007). Desweiteren

hat die Funktion wie erwartet Nullstellen bei A = 0 und bei A = 1, da hier die exakten
Multiskalenanalysen des Haar-Wavelets und des linearen Wavelets vorliegen. Der Verlauf der

Funktion ist in Abbildung 25 dargestellt.

0gm o

0B F

04r

D2r

i} L . L L n L L . L
0 0.1 02 03 04 05 0B 07 038 09 1

Abbildung 25: Die Fehlerfunktion

5.3 Schlussfolgerungen

Abbildung 26 zeigt fiir A = 0.42 die approxoimierte Rekonstruktion einer Sinus-Kurve vom
Level 7 durch Gléttekoeffizienten vom Level 2 und den zugehorigen Waveletkoeffizienten. Dar-
unter ist der Betrag der Differenz dieser Approximation und der Orgininaldaten zu sehen. Wie
man erkennt, ist diese Differenz sehr gross, und die Approximation entsprechend schlecht. Die
approximierte Rekonstruktion hat nur noch entfernte Ahnlichkeit mit einer Sinuskurve.

Fiir A nahe bei 0 wird der Gesamtfehler zwar kleiner, dafiir treten jedoch vereinzelte Peaks auf,
die das Bild storen. Fiir die Differenz am Punkt x = 25% gilt beispielsweise:
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D2 0.4 08 038 1
a5

1

1

05

e, 02 0.4 08 038 1

Abbildung 26: Approximierte Rekonstruktion und Fehler fiir A = 0.42

n A e A 2" 2+l

|¢o(ﬁ) - 900(2n+1)| = |¢(WA) - O“P(WAH
A A A 1 1

= —N—-1==)pA)| =|=—-= — fir A

P(5)— (1= Fpd) =15 = 5| —  fir A= 0

Fiir A — 0 geht diese Differenz gegen %, fir A = 0 ist sie dagegen wieder 0, da ¢ in die
unstetige Haar-Skalierungsfunktion iibergeht. Der bei x = 25% enstehende Peak wird somit fiir
A — 0 immer schmaler, aber auch immer hoher, begrenzt durch % Dies wirkt sich negativ in

der Approximation aus. Siehe dazu Abbildung 27, in der die Rekonstruktion der Sinuskurve fiir
A = 0.08 dargestellt ist.

150383
1.00253

0501297

0801297 02 04 L na \ 1

-1.00253

Abbildung 27: Fiir A nahe 0 entstehen Peaks in der Approximation

Allein fiir A — 1 néhert sich die approximierte Rekonstruktion den Ausgangsdaten an. Dies
war auch zu erwarten, da die Hutfunktion ebenfalls stetig ist.

Résumee: Benotigt man die Darstellung der Daten durch Addition der Glatteanteile und

der Details, so sind die BLaC-Wavelets fiir einen Parameter, der nicht in unmittelbarer Néhe
der 1 liegt, eigentlich nicht zu gebrauchen. Denn auch fiir A nahe 0, wo sich der Gesamtfehler
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betragsméssig der 0 ndhert, treten storende Peaks auf, die das Bild der Approximation be-
eintrachtigen. Der Anwender sollte sich iiberlegen, ob sich in diesem Fall eine Mehrarbeit an
Implementierung lohnt, oder ob es nicht doch ausreicht, nur auf die linearen Wavelets zuriick-
zugreifen.
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6 Mehrdimensionale Multiskalenanalyse

6.1 Herkémmliche mehrdimensionale MSA

Ein Ziel dieser Arbeit ist die Anwendung der vorgestellten BLaC-Wayvelets in einem Bildkom-
pressionsalgorithmus. Dafiir, und auch fiir viele andere Anwendungen, ist die eindimensionale
Theorie nicht mehr ausreichend. In diesem Kapitel wird sie somit fiir mehrdimensionale MSA
erldutert, erst fiir n Dimensionen - dann speziell fiir zwei, wie wir sie fiir Bildkompression benoti-
gen. Die hier vorgestellten Rahmenbedingung sind fiir MSA mit ineinander geschachtelten Réu-
men entwickelt worden, sie lassen sich aber auf den nicht ineinander geschachtelten Fall {iber-
tragen.

6.1.1 Definition einer multivariaten MRA

Analog zum 1D-Fall besteht eine Multiskalenanalyse des L?(R™) aus einer Folge von abgeschlos-
senen Teilriumen V; C L?(R™), so dass:

Vi CVin (24)

[JV; ist dicht in L*(R™) (25)
j

V=0 (26)
j

Dies war die Definition einer schwachen Multiresolution.
Grundlage fiir eine MSA ist die Skalierungsfunktion ¢. Die iibrigen Basisfunktionen, die einen
Raum Vj; aufspannen, wurden im 1D-Fall durch Dilatation und Translation aus ihr gebildet:

¢l(z) = (27 (x —i277)) ,x€R, i,j€Z

Im Mehrdimensionalen lassen wir nun Translationen mit k = (ki, ..., k,) € Z™ zu. Der Grund-
raum Vp wird also folgendermassen aus der Skalierungsfunktion ¢ erzeugt:

{p(- — k)|k € Z"} ist ONB bzw. Riesz-Basis von V.

Der Ubergang von einem Raum Vj zu Vo wird nun mit Hilfe einer reguldren Matrix A, der sog.
Dilatationsmatriz beschrieben:

Vi = {f(A7x)|[ € Vo}

Entsprechend der Philosophie einer Multiskalen-Zerlegung soll die Dilatationsmatrix in jede
Richtung strecken, d.h. die Eigenwerte von A sollen betragsméssig grosser als 1 sein:

Aeog(A) = |\ >1
Ferner soll A nur ganzzahlige Eintrige besitzen, d.h.
A= (ai,j)zjzl mit aij € Z.

Damit ergibt sich nun folgende Definition einer mehrdimensionalen MSA:
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Definition 8 Eine MSA in L*(R") ist eine Folge von abgeschlossenen Teilrdumen V; von
L?(R™) derart, dass gilt:

i) (Vj)jez ist schwache Multiresolution
it) JAeZ™", Ne€o(A) = |\ > 1, (Dilatationsmatriz), so dass
Vi = {f(Az)|f € Vo}
iii) Jp € L*(R™), so dass {@(x — k), k € Z"} eine Riesz-Basis von Vj ist.

Man beachte, dass trotz der n Dimensionen nur eine Skalierungsfunktion gefordert wird und
nicht n Stiick. Die Basis-Funktionen eines Raumes V; lassen sich aus dieser wie folgt konstruieren:

ol = |det A 2p(AT - —k)  ,je€Z, kel

6.1.2 Definition des Waveletraumes

Mehrdimensionale Wavelets sind diejenigen Funktionen, die das orthogonale Komplement von
Vo in Vi aufspannen. Im Allgemeinen bendtigt man hierfiir im multivariaten Fall mehr als eine
Funktion.

Ein heuristisches Beispiel soll den nachfolgenden Satz von Meyer motivieren:

Sei ¢(x) = 1o(z) die charakteristische Funktion einer Menge €. Basisfunktion von V; ist

dann die charakteristische Funktion von A71Q) mit dem Mass A\(A~1Q2) = Ig\é?jll'

Eine Basis von V7 benotigt also ,, | det A|-mal ¢ soviele Elemente wie die Basis von Vj.
In diesem Sinne ist das orthogonale Komplement von Vp in V; also (] det A| — 1)-mal® grosser
als V.

Satz 11 (Meyer): Sei {V,, }mez eine MSA mit Dilatationsmatriz A. Dann existieren |det A|—1
Wavelets

¢17w27"'>w|det14|—1 € Vvla (27)
die eine Orthonormalbasis des orthogonalen Komplements von Vy in Vi erzeugen, d.h.
{jmi(-) = |det A‘_%lﬁj(A_m;k')‘j =1,..,det A—1,meZkeZ"} (28)

ist eine Orthonormalbasis des L*(R™).

Beweis: Siehe [13]

6.2 Der zweidimensionale Fall

Im Folgenden wird nun der Spezialfall der zwei Dimensionen betrachtet. Dieser wird fiir Bild-
kompression und Bildanalysen bendtigt. Wir mdchten von einer gegebenen eindimensionalen
Multiskalenanalyse ausgehend eine zweidimensionale MSA konstruieren. Hierfiir wird ein Ten-
sorproduktansatz gewidhlt. Es muss beachtet werden, dass hierbei die charakteristischen Wavelet-
FEigenschaften erhalten bleiben. Folgender Weg wiire so z.B. nicht moglich:
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1 € L?(R) sei ein Wavelet zu einer Skalierungsfunktion ¢. Dann ist
Vin=9Qr—k) jk €L
ONB des L?(R). Es folgt, dass

(Vi © Yrm)(2,y) 1= Yjk(@)im(y) 5,k 1, m €L
eine ONB des L?(R?) bilden. Dies ist jedoch keine Wavelet-Basis, da verschiedene Level j und
l gemischt werden!

Wir gehen vielmehr folgendermassen vor: Sei also ¢ Skalierungsfunktion einer univariaten
MSA. Wir definieren die Dilatationsmatrix so, dass sowohl in x-, als auch in y-Richtung um den
Faktor 2 gestreckt wird:

1= (5 2)

Die Eintrdge der Matrix sind ganzzahlig und die Eigenwerte offensichtlich grosser als 1. Fiir die
neue zweidimensionale Skalierungsfunktion verwenden wir das Tensorprodukt

PR — R, o(z,y) = (0 ®9)(x,y) = p(2)e(y). (29)
Damit ist der Grundraum V{ definiert durch:
) (30)
Der oben stehende Index gibt hier die Dimension an. Basisfunktionen eines Raumes V,? sind:
vii(2,y) = @i (2)¢] (y) = p(2"(x = i277"))p(2"(y = j27")) 7,y €R

Gemiss dem Satz von Meyer gibt es det A — 1 = 4 — 1 = 3 verschiedene Wavelets in Wj.
Diese sind gegeben durch:

i(z,y) = p(x)P(y)
Pa(x,y) = (x)(y)
Y3z, y) = (z)e(y)
Begriindung: Es gilt Vil @ Wi = V{!, damit ergibt sich:
Vi = Vview
= (Vo &@Wy) @ (Vg & W)
= (G oVi)e(VyeWy)e W eVy)e (W W)
Der Raum wird also von den Basisfunktionen von Vit @ Vi, Vil @ Wi, Wi @ Vi und W} @ Wy
aufgespannt. Dies sind aber genau die Dilatationen und Translationen von @@, @i, ¢ und .

6.3 Zweidimensionale Wavelet-Transformation

In diesem Abschnitt soll erldutert werden, wie nun ein zweidimensionales Signal, bzw. eine zwei-
dimensionale Funktion, mit Wavelets transformiert werden kann. Als Anwendung soll spéter ein
Bildkompressionsalgorithmus beschrieben werden. Hierfiir fassen wir ein Bild als eine Funktion
eines geeigneten quadratischen Intervalls in die reellen Zahlen auf:

fila,b)? — R

Von dieser Funktion seien Funktionswerte auf einem diskreten Gitter bekannt und in einem zwei-
dimensionalem Array Data gesichert. Es gibt nun zwei iibliche Wege mit Wavelets eine Trans-
formation dieser Daten durchzufiihren, die Standard- und die Nicht-Standard-Dekomposition.
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6.3.1 Die Standard-Dekomposition

Um die Standard-Dekomposition einer Funktion zu erhalten, wenden wir zunéchst die eindimen-
sionale Wavelet-Transformation auf jede Spalte an. Beispielsweise werden die Gléttekoeffizienten
in der ersten Hélfte und die Detailkoeffizienten in der zweiten Hélfte jeder Spalte gespeichert.
Sodann werden die Glattekoeffizienten einer jeden Spalte als Daten eines um eins niedrigeren
Levels betrachtet und erneut in der gleichen Weise transformiert. Dies wird so fortgefiihrt, bis
man die Spalten bis zum kleinsten gewiinschten Level transformiert hat.

Nun werden wieder alle Koeffizienten betrachtet und man transformiert alle Zeilen bei hochstem
Level. Wieder werden die Gléttekoeffizienten in der ersten Hélfte und die Details in der zweiten
gespeichert. Anschliessend wird jede erste Héilfte einer Zeile bei einem um eins niedrigeren Le-
vel transformiert. Ist der niedrigste Level auch hier erreicht, so ist die Standard-Dekomposition
abgeschlossen.

Um wieder die Ausgangsdaten zu erhalten, werden diese Schritte in umgekehrter Reihenfolge
riickgéngig gemacht. D.h. man fiihrt zuerst fiir alle Zeilen eine Synthese durch, beginnend mit
kleinstem Level und endend mit dem hochsten. Dann erst werden alle Spalten zuriicktransfor-
miert, auch hier vom kleinsten bis zum hochsten Level.

Der zugehorige Algorithmus sieht folgendermassen aus:

procedure StandardDecomposition(data: array[l..2Mazkevel 1 gMazLevel])

{Zuerst vollstindige Zerlegung der Spalten}
for j=MaxLevel downto MinLevel
{Dekomposition der einzelnen Spalten}
for Spalte=1 to 2/
Decomposition(Data[1..27, Spalte])
end for
end for
{Jetzt vollstindige Zerlegung der Zeilen}
for j=MaxLevel downto MinLevel
{Dekomposition der einzelnen Zeilen}
for Zeile=1 to 27
Decomposition(Data[Zeile, 1..27])
end for
end for
end procedure

procedure StandardReconstruction(data: array|[1..2Mavlevel 1 gMazLevel))

{Zuerst vollstindige Rekonstruktion der Zeilen}
for j=MinLevel to MaxLevel
{Rekonstruktion der einzelnen Zeilen}
for Zeile=1 to 2/
Reconstruction(Data|Zeile, 1..27])
end for
end for
{Jetzt vollstindige Rekonstruktion der Spalten}
for j=MinLevel to MaxLevel
{Rekonstruktion der einzelnen Spalten}
for Spalte=1 to 2/
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Reconstruction(Data[1..27, Spalte])
end for
end for
end procedure

Spaltentransformation

Zeilentransformation

Abbildung 28: Die Standard-Dekomposition

6.3.2 Die Nicht-Standard-Dekomposition

Bei der Nicht-Standard-Dekomposition alterniert man zwischen Spalten- und Zeilentransforma-
tionen. Zunéchst werden wieder alle Spalten transformiert, und die Glatte- und Detailkoeffizien-
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ten gespeichert. Bei gleichem Level werden dann alle Zeilen transformiert. Man erhélt somit ein
Viertel, in dem alle Glattekoeffiizienten und drei Viertel in denen alle Details enthalten sind. In
diesem ersten Viertel werden nun wieder bei einem um eins erniedrigten Level erst die Spalten,
dann die Zeilen transformiert. Dies wird bis zum kleinsten Level so fortgefiihrt.

Die Rekonstruktion erfolgt wieder mit eindimensionalen Riicktransformationen in der umge-
kehrten Reihenfolge. Mit dem kleinsten Level beginnend werden zunéchst die Zeilen, dann die
Spalten rekonstruiert, dann erst der Level erhoht, bis der Ausgangslevel wieder erreicht ist.
Der Algorithmus ist folgendermassen aufgebaut:

procedure NichtStandardDecomposition(data: array[l..2Markevel 1 gMazLevel])
{gewiinschte Levelanzahl durchlaufen}
for j=MaxLevel downto MinLevel
{In jedem Level werden sowohl Spalten als auch Zeilen zerlegt}
{Zuerst Dekomposition auf Spalten anwenden}
for Spalte=1 to 2/
Decomposition(Data[1..27, Spalte])
end for
{Dann Dekomposition auf Zeilen anwenden}
for Zeile=1 to 27
Decomposition(Data|Zeile, 1..27])
end for
end for
end procedure

procedure NichtStandardRekonstruktion(data: array|[1..2Maezlevel 1 oMazLevel]
{gewiinschte Levelanzahl durchlaufen}
for j=MinLevel to MaxLevel
{Zuerst Zeilen rekonstruieren}
for Zeile=1 to 27
Reconstruction(Data|Zeile, 1..27])
end for
{Dann Spalten rekonstruieren}
for Spalte=1 to 27
Reconstruction(Data[1..27, Spalte])
end for
end for
end procedure
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Spaltentransformation

Zeilentransformation

Abbildung 29: Die Nicht-Standard-Dekomposition

6.4 Die zweidimensionale BLaC-Skalierungsfunktion

Wie in Abschnitt 6.2 gezeigt, ldsst sich die zweidimensionale Multiskalenanalyse auf die eindi-
mensionale MSA zuriickfiihren.
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Wir bilden wie schon beschrieben die zweidimensionale Skalierungsfunktion durch

( o(x) D A<y<l1
o(y) D A<z<l1
5 D 0<z,y< A
(@, y) = p(a)p(y) = “Rly-1-4) D 0<e<Al<y<l+A (31)
—L(x—-1-A4) D 0<y<Al<z<l+A
(e —=1-A)y—1-A) : 1<z<1+A1<y<1l+A
0 : sonst

Abbildung 30: Die zweidimensionale BLaC-Skalierungsfunktion fiir A = 0.01,0.5, 1

Anmerkung: Auf die Dimensions-angebenden Indizes wird der Ubersicht halber verzichtet.

Um die zweidimensionalen Rdume V,, zu erzeugen, werden folgende Funktionen durch Dila-
2 0

tation mit 4 = < 0 2

> und Translationen mit 427" in x-Richtung und 527" in y-Richtung
gebildet:

PLi(a.y) = (p @ P)A™ (@ 27"y = 127) = p(2"(@ — 27)p(2"(y — j27))

Der Raum V,, wird nun folgendermassen definiert:

Vo={f:R*—R: f(z,y) = in,jWZj(xvy)7 z;; € R}
0,J

Da der Bildkompressionsalgorithmus auf beschriankten Gebieten ablaufen soll, wird hier wie-
derum die Restriktion auf das Intervall [0,1]? betrachtet. Fiir einen gegebenen Level n sind
daher nur die Funktionen @Zj mit ¢,j € {—1,...,2" — 1} von Interesse. Damit ergibt sich fiir die
Dimension von V,;:

dimV;, = v(n)? = (2" + 1)*

Auch im 2D-Fall sind die Skalierungsfunktionen ¢7'; nicht durch Funktionen Lpﬁ'l darstellbar.
Fiir z.B. ein festes A < y < 1 ist die 2D-Skalierungsfunktion mit der eindimensionalen Funktion
¢(x) identisch. Da diese sich schon nicht durch Funktionen hoheren Levels darstellen ldsst, gilt

dies fiir zweidimensionale Skalierungsfunktionen ebenfalls.
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6.5 Eigenschaften der zweidimensionalen Skalierungsfunktion

Die folgenden Eigenschaften werden analog zum 1D-Fall notiert.

Satz 12 Sei f € C([0,1]?) gegeben. Definiere die Stiitzstellen N € R? analog zum 1D-Fall
durch

2%+1+A 2j+1+A

77:5] = ( 2n+1 ) 2n+1 ) 7Z>.j = 07 (R3] 2n - 2a
77711,—1 = (0,0), Man_19n_1 = (1,1),
2j+1+A 2i+ 14+ A
77711,j = ( 7w)a 7]2—1 = (W’O)’
2j+1+A 2i+1+A

Nan_1; = (1, W)’ Mign—1 = (W’ 1).

Dann interpoliert die Funktion

2n—12"-1

BLnf(z,y) = BLf(x,y,n) := Y > f(nf)eis(z,p) (32)

i=—1j=-1

die Punkte (n7;, f(n';)) € R?.

. s : 1 i=k,j=
. 13 . n e — ? Y -
Beweis: Nach Definition der Stiitzstellen gilt: ‘Pz‘,j(nk,l) = { 0 . sonst fiir alle
1,7, k, 1l =—1,...,2™ — 1, damit ist dann
BLnf(ni;) = f(niy)ei;(niy) = f(n;) fir alle 4,5 = —1,...,2" — 1.
|

Auch hier werden bei der spéteren Implementierung der Visualisierung einer zweidimensio-
nalen MSA mit BLaC-Wavelets die gegebenen Daten mit Hilfe des BL,-Operators angezeigt.
Hierfiir wird das Intervall [0, 1]? mit einer der Bildschirmauflésung entsprechenden Genauigkeit
in x- und in y-Richtung durchlaufen, und an den jeweiligen Stellen die Funktion BLf(x,y,n)
ausgewertet. Die Werte f(n;';),4,j = —1,...,2" — 1 entsprechen den Gléttekoeffizienten zum
Level n.

Satz 13 Die Skalierungsfunktionen eines Levels partitionieren die Eins, d.h. es gilt

2m—1

7’7]:_1

Beweis: Es gilt:

2" —1 2n—12"-1 2" —1 2" —1 2" —1
S oehiy) =YY o) =)o@ | > e | =D @)
i,j=—1 i=—1j=—-1 i=—1 Jj=—1 i=—1
——
1 1
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Dies sichert, wie auch im eindimensionalen Fall, numerische Stabilitét.
Satz 14 Fir f € C([0,1]?) gilt: lim BL,f(x,y) = f(x,y) fir alle (z,y) € [0,1]%.
n—oo

Beweis: Fiir diesen Beweis verwenden wir Theorem 3.11 aus [7], S.423. Hierbei ist X = [0, 1]
und d(z,y) = /(21 — y1)2 + (22 — y2)? die euklidische Metrik. Theorem 3.11 besagt dann:

Ist BL,, : C(]0,1]%) — C([0,1]?) ein positiver linearer Operator, dann gilt fiir alle € > 0
f€C(0,1)?) und (x,y) € [0,1]? die Ungleichung:

[BLu(f;2,y) = fz,9)] < [BLo(L;2,y) = 1] - [f(2,y)]
e {|[BLall, ZBLa(d( (2,9)% (2,93} - a(f:e)

Da der BL,-Operator die 1-Funktion reproduziert, und ferner ||BL,|| = 1 und
O(f;e) < 2w(f;e) gilt, folgt aus obiger Ungleichung:

IBLu(Fi2.) — f(e.)] < 2maa(1, LBLC (2. 0) ()} - o(f:2) (33
Nun ist
1 n_12n_1
BLn(d(-, (z,9))% (x,y)2 = | > > d(nly, (2,9))200; (2, y) =: (%).
i=—1j=—1

Sei nun z € [2%,%) und y € [%,@—J),k,l € {0,..,2" — 1}. Ist z = 1 oder y = 1, dann
wihle k = 2771 bzw. [ = 2771, Die Summe unter der Wurzel besteht dann aus hochstens vier
Summanden:

(x) = d(ng—l,l—la (z, ?J))2 9071;—1,1—1(957 y) + d(ﬂl?,l—h (m, y))2 802,1—1(337 Y)
§22$—3 <1 SQQ#—?, <1

=

+ d(ng—l,la (1’, y))2 @Z—l,l(xa y) + d(’?l?,h (x7 y)>2 @Z,l('x? y)
———

-~

1 1
S22n73 Sl S2277‘73 Sl

1
1 2
S <4 22n73 >

Denn wie schon im Beweis des eindimensionalen Falls gezeigt, ist der maximale Abstand in jeder

Komponente kleiner gleich 2,%1 Damit gilt dann:

1 \? 1 \? 2 1
2 _ _
d(nl?—l,l—lv(x?y)) < (2n—1) + <2n—1> T 92n—2 ~ 92n—3

1
Wihle nun € = (22;%3) 2, dann ist
maz{1, LBLy(d(-, (2,9))% z,9)} < maz{1, (X5

)%(22%3)%} =1, und aus (33) folgt:

BL(fi2,9) = fen)] S 2(fi6) = 20(f; (5)%) — 0 fir n — oo,

Damit gilt: BL,,(f;z,y) — f(x,y) fiir n — o0 V(x,y) € [0, 1]%.
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6.6 Die zweidimensionalen BLaC-Wavelets

Die zweidimensionalen BLaC-Wavelets ergeben sich, wie in Abschnitt 6.2 gezeigt, durch:

Yi(z,y) = p(z)Y(y)
Ya(z,y) = P(x)h(y)
Y3(z,y) = P(x)p(y)

Das eindimensionale Wavelet 1 ist hierbei durch die Berechnungen in Kapitel 3.7 gegeben.
In der Abbildung 31 sind von oben nach unten 7 bis 13 zu sehen, jeweils von links nach rechts
fiir den Parameter A = 0.01,0.5, 1.

.
o \\\“\\\ 2

§ - f;.w
S 7
S

Abbildung 31: Die zweidimensionalen BLaC-Waveletfunktionen fiir A = 0.01,0.5,1
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6.7 Das Programm MRA2D

Das Programm MRA2D wurde zur Visualisierung der zweidimensionalen BLaC-Skalierungsfunktion,
den zugehorigen Wavelets und der Nicht-Standard-Dekomposition geschrieben.

Hinweis: Das Programm verwendet OpenGL, d.h. zur Lauffihigkeit des Programms miissen die
beiden Dateien vcl60.bpl und rtl60.bpl in das Verzeichnis c:\windows\ system kopiert werden.
Startet man das Programm, so erscheinen drei Fenster auf dem Schirm.

& skalerungsfunktion und Wavelsts =101 x| ' =121 x|

A »
- &

£ MRAZD - von Dliver Nemitz =10i x|
Patameter Ansicht Auswahl Ober
Detta 04 Level 6 W Zoom
O e— L ]
situelles Deka 0.4 ™ Crahigiter _Ende |

Abbildung 32: Das komplette Erscheinungsbild des Programms

In dem linken oberen Fenster sind vier in rot gezeichnete Funktionsgraphen zu sehen:
1. die Skalierungsfunktion ¢ (links oben),

2. das erste Wavelet @i (rechts oben),

3. das zweite Wavelet ¢t (links unten)

4. das dritte Wavelet 1 (rechts unten).

In dem rechten oberen Fenster sind in griin Beispieldaten gegeben. Alle Koordinatensysteme
lassen sich drehen und verschieben. Wird die Taste ,,r* gedriickt, so befindet man sich im Rotati-
onsmodus. Nun kann bei Selektion eines Grafikfensters das darin dargestelle Koordinatensystem
mit den Pfeiltasten gedreht werden. Die Pfeiltasten nach links und rechts dienen zum Rotieren
um die z-Achse, nach oben und unten um die x-Achse und mit Shift-Oben und Shift-Unten wird
um die y-Achse gedreht.

Mit Betétigen der Taste ,,t*“ wird in den Translationsmodus gewechselt. Auch hier lassen sich
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mit denselben Tastenkombinationen die Koordinatensysteme in die entsprechenden Achsenrich-
tungen verschieben.

6.7.1 Die Steuerung

In dem unteren Fenster sind die Bedienelemente aufgefiihrt.

£ MRAZ2D - von Oliver Nemitz i (o] x|
Parameler Anzicht Auswshl -
_ O |

Dot 0.4 Leval B W Zoom

T . Alle Furk tioren - Einstellungen
N = 2 | Buema || P Zegerunaen | | A

" " ' " {
aktuelles Dela: 0.4 I™ Drahtgitter Ende I

Abbildung 33: Die Steuerungsoberfléiche

Diese sind im Einzelnen:

Der Schieberegler Delta, mit dem sich wie im Programm MultiResol der Parameter Delta
einstellen lédsst. Wird dieser Regler bewegt, so werden die Skalierungsfunktion und die Wavelets
in Echtzeit aktualisiert. Diese Anderung hat jedoch noch keine Auswirkung auf die Daten, diese
sind nur von dem darunter angezeigten aktuellen Delta abhéngig.

Mit dem Schieberegler Level lasst sich, analog zum Programm MultiResol der aktuelle Level
verdndern. Wird ein niedrigerer Level gewéhlt, so werden die Daten durch eine Nicht-Standard-
Dekomposition in einen groberen Anteil und drei Detailanteile zerlegt.

Wird ein grosserer Level gewéhlt, so wird die Nicht-Standard-Dekomposition wieder riickgéngig
gemacht.

Durch Betiétigen des Buttons Berechne werden die benétigten Matrizen mit dem gewéhlten
Delta neu berechnet, und die Daten neu dargestellt. Das gew&hlte Delta wird zum aktuellen
Delta.

In dem mittleren Bereich mit der Uberschrift Ansicht sind drei Kontrollkistchen zu sehen:

1. Uber das erste Kontrollkistchen Zoom lassen sich die Skalierungsfunktion und die Wavelets
wie in MultiResol entweder in Originalgrosse oder in Nahansicht betrachten.

2. Das zweite Kontrollfeld Zeige nur Daten bezieht sich auf die Dekomposition der Daten.
Ist dieses Feld mit einem Haken versehen, so werden bei der Wahl eines niedrigeren Levels
nur die groberen Daten angezeigt. Ansonsten werden in dem Koordinatensystem sowohl
die groberen Daten in griin angezeigt, als auch die berechneten Details in rot, blau und
wieder rot.

3. Mit dem dritten Kontrollfeld l&sst sich zwischen der Drahtgitter- und der Flachendarstel-
lung wechseln.
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In dem dritten Feld Auswahl ist ein Auswahlfeld zu sehen. Hier kann festgelegt werden,
welche Funktion in dem linken Grafikfenster zu sehen sein soll.

Werden eine oder mehrere Funktionen zur Ansicht ausgewahlt, so werden diese immer wieder
in derselben Anfangsposition gezeigt, d.h. eventuelle Verschiebungen oder Rotationen werden
wieder riickgéngig gemacht.

Ganz rechts befinden sich noch die beiden Buttons Finstellungen und Ende. Tatséchlich be-
wahrheitet sich die spontane Vermutung des geneigten Lesers, dass ein Klick auf den zweiten
Button zum Beenden des Programms dient. Der andere 6ffnet ein Fenster mit mehreren Konfi-
gurationsmoglichkeiten:

6.7.2 Die Einstellungen

i1 Einstellungen

Schrittweite der Darztellung bei Rotationen

naher Betrachtung; Il]_l]3 Schrithweite: |5

entfernter Betrachtung: Il]_1 —wechsel der Ansichten
den Daten: 0.02 Anzahl Zwischenschritts: |1I]

Abbildung 34: Konfiguration des Programms

Zur Darstellung sowohl der Daten, als auch der Skalierungsfunktion und der Wavelets wird
das Intervall [0, 1] mit einer vorgegebenen Schrittweite durchlaufen, und an diesen Punkten die
jeweilige Funktion ausgewertet. Diese Schrittweite kann nun links eingestellt werden. Je niedriger
die Schrittweite, desto genauer die Darstellung der Funktion. Allerdings leidet bei zu niedriger
Schrittweite die Geschwindigkeit des Programms.

Die Schrittweite der Darstellung bei naher Betrachtung bezieht sich auf die Situation, in der
entweder die Skalierungsfunktion oder nur ein Wavelet in dem linken Fenster dargestellt wird.
Da diese Funktion dann entsprechend grosser gezeichnet wird, sollte die Schrittweite hier nied-
riger eingestellt sein als bei entfernter Betrachtung, wenn alle vier Funktionen in einem Fenster
zu sehen sind.

Das unterste Feld dient zur Einstellung der Schrittweite bei der Darstellung der Daten.

Rechts oben ldsst sich die Schrittweite der Rotationen in Grad einstellen.
Wird im linken Grafikfenster die Ansicht zwischen den Funktionen gewechselt, so wird nur

die Kameraperspektive bzgl. der vier Koordinatensysteme veréindert. So wandert bei Wahl von
nur einer Funktion die Kamera so nah an das entsprechende Koordinatensystem, dass die an-
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deren nicht mehr zu sehen sind. Wird dann eine andere Funktion ausgewéhlt, so wechselt die
Kamera nur ihre Position.

Solche Ansichtenwechsel geschehen nicht abrupt, sondern animiert {iber mehrere Zwischenschrit-
te. Diese Anzahl der Zwischenschritte liasst sich hier rechts unten einstellen.

Schliesslich werden mit einem Klick auf Ok die gednderten Einstellungen iibernommen, mit
einem Klick auf Abbrechen verworfen.
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7 Bildkompression

In diesem Kapitel werden nun die Ergebnisse der vorangegangenen Abschnitte auf einen Bild-
kompressionsalgorithmus angewandt. Hierbei wird jedoch der Schwerpunkt nicht darauf gelegt,
einen moglichst effektiven, schnellen Algorithmus zu entwerfen, sondern die Unterschiede von
mit verschiedenen Parameter A komprimierten Bildern zu zeigen. Es soll verdeutlicht werden,
dass fiir gewisse Bilder ein Parameter echt grosser Null und echt kleiner Eins subjektiv bessere
Ergebnisse liefert als A =0 oder A = 1.

7.1 Digitale Bilder

Ein digitales Grauwertbild besteht aus einer ganzzahligen (n x m)-Matrix B = (sz)?jnil Ein
solches Bild hat n Zeilen und m Spalten. Die Eintrége b; ; geben den zu einem Bildpunkt gehoren-
den Grauwert an. Ublicherweise liegt dieser im Intervall [0,255], wobei b; ; = 0 als schwarz und
b; ; = 255 als weiss interpretiert wird.

Ein Bild dieser Grosse bendtigt n - m Bytes Speicherplatz. Ziel eines Kompressionsalgorithmus
ist es nun, den Speicherbedarf eines solchen Bildes zu reduzieren, ohne jedoch dabei das Bild zu

sehr zu verfremden.

Fiir ein digitales Farbbild liegen in der Regel drei Matrizen vor. Bei der additiven Farb-

mischung sind dies z.B. die Matrizen R,G,B € (Z N [0,255])"*™, die die Rot-, Griin- und
Blauanteile des Farbwertes enthalten. Haben alle drei Farbkomponenten den Wert 0, so wird
der Bildpunkt auch hier schwarz gezeichnet. Haben alle den Wert 255, so wird er entsprechend
weiss eingefarbt.
Anstelle der RGB-Werte, konnen z.B. auch die Luminanz- (Y) und Chrominanz-Werte (U,V)
(Helligkeit und Farbigkeit) verwendet werden, die durch eine lineare Abbildung mit den RGB-
Werten verkniipft sind. Da das menschliche Auge Helligkeitsunterschiede viel eher registriert als
Farbabweichungen, kénnen die Matrizen U und V ohne sichtbare Qualitdtseinbussen erheblich
starker reduziert werden als die Matrix Y. Daher ist dieses Farbmodell zur Bildkompression
besser geeignet als das RGB-Modell. In der Regel wird von den Matrizen U und V nur jeder
zweite Koeffizient {ibertragen, so dass die Datenmenge fiir diese beiden Komponenten auf 1/4
reduziert wird.

7.2 Allgemeiner Ablauf eines Kompressions-Algorithmus

Ein Algorithmus zur Bildkompression muss also Matrizen
B = (bld);’f}n:’bl € (zn]o, 255])n><m

verarbeiten konnen, z.B. Grauwert-, Farb- oder Luminanzmatrizen. Aus diesen sollen neue Daten
erzeugt werden, die weniger Speicherplatz benttigen. Umgekehrt muss dieser Algorithmus aus
den von ihm produzierten Daten auch wieder eine Matrix

B = (biy)iit, € (Zn]0,255])™

rekonstruieren, so dass das daraus entstehende Bild moglichst gut mit dem zu B gehorende Bild
iibereinstimmt.
Man beachte, dass die Giite des reproduzierten Bildes eher subjektiv zu beurteilen ist, wogegen
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die reine Datenreduktion mathematisch leicht zu erfassen ist.

Die dem Algorithmus zugrunde liegende Idee ist, einen Basiswechsel durchzufithren. So lie-
gen die Informationen nach einer Transformation nicht mehr als Pixelwerte vor, sondern als
Koeffizienten einer anderen Basis des R?. Diese Basis soll nun so gewiihlt werden, dass moglichst
viele Koeffizienten sehr klein und damit vernachléssigbar sind. Ein typischer Algorithmus (wie
z.B. das JPG-Verfahren) durchléuft drei Schritte:

1. Transformation: Berechnung der Koeffizienten der Daten in einer anderen Basis. Stan-
dardmethoden verwenden hier Fourier-, Kosinus- bzw. die Wavelet-Transformation. Dieser
Ubergang der Daten ist bis auf Rundungsfehler praktisch verlustfrei.

2. Quantisierung: Hier werden reellen Intervallen ganze Zahlen zugeordnet, d.h. die reellen
Koeflizienten werden auf ganzzahlige abgebildet. Dieser Schritt ist notwendig, da reel-
le Zahlen, im Gegensatz zu ganzzahligen, relativ viel Speicherplatz benttigen. Alle be-
tragsméssig kleinen Koeffizienten werden hier gleich 0 gesetzt.

Bei der Quantisierung kann wieder Riicksicht auf die Wahrnehmungsfiahigkeiten des Men-
schen genommen werden. Schnelle Helligkeitsdnderungen werden schlechter wahrgenom-
men als ein langsamer Wechsel. Ebenso werden in horizontaler und vertikaler Richtung
Helligkeitsschwankungen besser wahrgenommen, als in diagonaler Richtung. In Hinblick
auf solche Erkenntnisse konnen dann die Quantisierungsintervalle gewéhlt werden. Hier
optimale Ergebnisse zu erhalten, ist i.A. mit viel Aufwand verbunden.

Die Quantisierung arbeitet in der Regel nicht mehr verlustfrei, d.h. insbesondere ist die
Rekonstruktion des Bildes nach diesem Schritt nicht mehr exakt.

3. Kodierung: Die Koeffizienten kénnen nun in einer optimierten Reihenfolge notiert werden.
Optimiert bedeutet, dass moglichst viele Nullen blockweise auftreten und nicht vereinzelt,
denn dann geniigt es, nur die Linge der jeweiligen Nullsequenz anzugegeben (Lauflingen-
kodierung), z.B.

statt 0,0,0,0,0 5 x 0.
Die sich ergebende Folge von ganzen Zahlen wird nun im letzten Schritt binér abgespei-
chert. Dabei sollen haufig auftretende Werte mit moglichst wenig Bits kodiert werden.
Hierfiir kann z.B. eine Huffman-Kodierung verwendet werden. Ist nach der Quantisierung
z.B. die Koeffizientenfolge

5 214 31 58 146 31 214 214 63

entstanden, so kann diese mit der Abbildung

214 +—— 0
31 — 10
58 +—— 1100

5 — 1101

146 — 1110

63 — 1111
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als folgende Bitsequenz gespeichert und daraus auch wieder rekonstruiert werden:
11010101100111010001111

Der Speicheraufwand wurde hierdurch von 9 Bytes (= 72 Bits) auf 23 Bits reduziert. Die
Kodierung verlauft verlustfrei.

7.3 Kompression mit BLaC-Wavelets

Das Hauptziel des fiir diese Arbeit implementierten Algorithmus ist ein Vergleich von mit
BLaC-Wavelets mit verschiedenen Parametern A komprimierten Bildern. Es wurde deshalb
auf aufwindige Quantisierungs- und Kodierungsmethoden verzichtet. Ebenso werden nur Grau-
wertbilder betrachtet, und diese auch nur in der fiir unsere BLaC-Wavelets MSA passenden
quadratischen Auflésung von 2™ + 1 Zeilen und Spalten.

Sei nun ein solches Bild in einer (2" +1 x 2" 4 1)-Matrix mit ganzzahligen Eintrigen von 0 bis 255
gegeben. Wir wenden dann das Konstrukt der in Kapitel 6.2 vorgestellten zweidimensionalen
Multiskalenanalyse an. Mit einer Nicht-Standard-Dekomposition wird das Bild soweit zerlegt,
dass nur noch eine kleine quadratische Matrix mit Glatteanteilen und verschiedene Detailanteile
vorhanden sind. Diese Dekomposition geschieht mit den zu einem vorher gegebenen Parameter
A gehorenden Gleichungssystemen (s. Kapitel 4.4).

Eine solche Dekomposition ist relativ zeitintensiv. Weniger Aufwand benétigen hierfiir sog.
Schnelle-Wavelet-Transformations- Algorithmen. Hierauf jedoch genauer einzugehen wiirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen. Fiir unsere Zwecke geniigt die simple Nicht-Standard-Dekomposi-
tion.

Auch die Quantisierung fillt recht bescheiden aus: Lediglich alle Detailkoeffizienten, die be-
tragsmaéssig kleiner als ein gegebenes € > 0 sind, werden auf Null abgebildet. Aber auch eine
solche Folge konnte mit einer effizienten Kodierung schon sehr reduziert gespeichert werden.

Da eine anschliessende Kodierung verlustfrei arbeiten wiirde, sind diese wenigen Schritte
des Algorithmus schon ausreichend, um mit verschiedenen Parametern A reduzierte und wieder
rekonstruierte Bilder vergleichen zu kénnen.

7.4 Die Implementierung des Algorithmus

Nach dem Start des Programms ImgMRA erscheint das Hauptmenii-Fenster. Auf der linken
Seite befinden sich diverse Einstellmoglichkeiten, die das Bild und die MSA betreffen. Rechts
unten konnen Bilder geladen und gespeichert, sowie das Programm verlassen werden.

Mit einem Klick auf Offnen lisst sich ein Bild laden. Dieses muss im BMP-Format vorliegen
und die quadratische Grosse 2" + 1 x 2™ 4+ 1 besitzen. Das geladene Bild wird dann iiber diesen
drei Schaltelementen angezeigt. Neben dem Hauptfenster erscheint ein zweites Fenster, in dem
das Bild mit der Skalierungsfunktion des aktuellen Levels dargestellt wird. Die Fenstergrosse
und der maximale Level werden dem geladenen Bild angepasst. Am unteren Bildrand wird der
Name der Bilddatei angezeigt.

Mit Hilfe des Buttons Speichern wird das aktuelle Bild gespeichert. Dies geschieht jedoch
nicht komprimiert, sondern ebenfalls nur im BMP-Format. Denn wie schon erwéhnt, dient dieses
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Abbildung 35: Das Programm ImgMRA

Programm nur dem Vergleich von mit unterschiedlichen Parametern reduzierten Bildern.

Auf der linken Seite befindet sich ganz oben ein Schieberegler fiir den Level. Dieser ist jedoch
nur aktiviert, wenn ein Bild geladen wurde. Wie bei den anderen Programmen auch, setzt ein
Bewegen dieses Reglers die MSA in Gang. Wird ein niedrigerer Level gewéhlt, so wird mit einer
Nicht-Standard-Dekomposition der Glatteanteil des Bildes in vier Teile zerlegt - einen kleineren
Glatteanteil und drei Detailanteile. Bei der Darstellung dieser Detailanteile wurde weiss als Far-
be fiir Null gewéhlt und schwarz als Farbe fiir 255. Diese Inversion der Farbzuordnung wurde
vorgenommen, da sich graue Farben besser auf weissem, als auf schwarzem Grund erkennen
lassen.

Hinweis: Die Graustufen in den angezeigten Bildern sind nur ganzzahlige Werte zwischen 0 und
255. Intern rechnet das Programm jedoch mit Fliesskommazahlen doppelter Genauigkeit.

Der darunter liegende Schieberegler dient der Regulierung des Parameters A. Durch Bewe-
gen des Reglers werden die Waveletkoeffizienten und Matrizen hier direkt berechnet.

Mit dem Button Reduce werden alle Detailkoeffizienten, die einen Wert kleiner als Epsilon
haben, auf Null gesetzt. Zur Ubersicht werden diese in dem Bild rot eingefirbt. Ist dies gesche-
hen, so wird unter dem Button angezeigt, wieviel Prozent der Koeflizienten auf Null gesetzt
wurden. Diese Schaltfldche ist nur aktiviert, wenn bereits ein Bild geladen wurde.

In dem darunter liegenden Feld lédsst sich das Epsilon wéhlen. Es kann dort direkt eingetragen
werden, oder aber mit einem Klick auf den Pfeil aus einer Liste {ibernommen werden.

Die darunter liegenden Bedienelemente steuern das automatische Auswéhlen eines geeigneten
Parameters A. Hierauf wird im néchsten Abschnitt nidher eingegangen.

Der Button Fehler? dient einem objektiven Vergleich des reduzierten und des originalen Bil-
des. Nach Anwiéhlen dieses Elementes wird in dem rechten Fenster das originale Bild angezeigt.
Daraufhin werden die Betréige der Differenzen aller Bildpunkte des originalen und des reduzier-
ten Bildes aufaddiert. Diese Fehlergesamtsumme wird anschliessend noch durch die Anzahl der
Bildpunkte dividiert und ergibt somit die durchschnittliche Abweichung eines Bildpunktes des
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reduzierten Bildes zum Originalbildpunkt.

7.5 Beispiele

In Abbildung 36 ist ein Bild gegeben, das ideal mit den Haar-Wavelets komprimiert werden
kann. Es sind wenig fliessende Farbiibergéinge vorhanden, dafiir grosse einfarbige Fléchen, die
durch scharfe Kanten begrenzt sind. Selbst fiir ¢ = 6, wodurch 93 % der Detailkoeffizienten auf
Null gesetzt wurden, sieht das rekonstruierte Bild fast wie das Originalbild aus. Lediglich an
dem breiten weichen unteren Strich sind leichte Artefakte zu erkennen.

Fir A = 0.5 und A = 1 ist die Rekonstruktion bei gleichem Prozentsatz an Nullkoeffizien-
ten erheblich schlechter. Die Kanten sind stark verschmiert und auch der breite weiche Strich
weist Artefakte auf. Fiir dieses Bild sind solche Parameter unbrauchbar. Das bestéitigt auch der

berechnete Fehler - er wichst mit steigendem A.

Sesssssssssssssssstsaes —————————
Originalbild A =0, Fehler=0.893

N =

A = 0.5, Fehler=2.259

A =1, Fehler=4.759

Abbildung 36: Testbild mit 93 % Nullkoeffizienten

Die Wolken in Abbildung 37 haben dagegen sehr wenig scharfe Kanten. Das Bild besteht aus
vielen weichen Farbverlaufen - ideal fiir die linearen Wavelets. Trotz der vielen Nullkoeffizienten
(93 %, ¢ = 4) ist das mit A = 1 rekonstruierte Bild dem Original sehr &hnlich. Hier liefern
die Haar-Wavelets (A = 0) erheblich schlechtere Resultate. Uber das ganze Bild hinweg sind
storende Blockbildungen zu beobachten. Diese sind bei A = 0.5 zwar schon erheblich reduziert,
aber immer noch vorhanden.

79



Interessanterweise zeichnet der berechnete Fehler ein ganz anderes Bild. Fiir A = 1 ist er eindeu-
tig am grossten und sinkt mit fallendem A. Dies ist ein gutes Beispiel dafiir, dass sich die Giite
eines komprimierten Bildes nur schwer mathematisch ausdriicken ldsst. Hier stehen subjektive
Empfindungen im Vordergrund.

Originalbild A =0, Fehler=3.512

i

A = 0.5, Fehler=4.584 A =1, Fehler=10.459

Abbildung 37: Wolken mit 93 % Nullkoeffizienten

Abbildung 38 zeigt ein Schilfmotiv. Hier sind sowohl weichere Farbiibergéinge, z.B. am Him-
mel, als auch scharfe Kanten, z.B. bei den Pflanzenstengeln, vorhanden. Eine Kompression mit
A = 0 liefert wieder die bekannten Blockeffekte, dafiir treten die Kanten bei den Stengeln scharf
hervor. Die Blockeffekte verschwinden bei A = 1, dafiir wirkt das Bild verschwommen und un-
scharf. Hier liefert A = 0.5 bessere Ergebnisse: Die Blockeffekte sind stark reduziert, und die
Kantenschirfe ist trotzdem vorhanden.

Hier bestéitigt der berechnete Fehler die subjektiven Eindriicke. Fiir A um 0.5 ist er am gering-
sten und steigt fiir kleinere und grossere Parameter.

Aufgrund der vielen Kanten lidsst sich das Bild nicht so stark reduzieren wie die bisherigen
beiden. Schon 60 % Nullkoeffzienten liefern hier eindeutige Vergleiche.

7.6 Die Wahl des Parameters A

Damit ein solches vorgestelltes Kompressionsverfahren fiir ein gegebenes Bild automatisch ab-
laufen kann, wird in diesem Abschnitt noch ein Algorithmus entwickelt, der einen optimalen
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A = 0.5, Fehler=8.196 A =1, Fehler=11.752

Abbildung 38: Schilfmotiv mit 60 % Nullkoeffizienten

Parameter A vorschligt. Der Begriff ,optimal“ ist hier mit Vorsicht zu geniessen, da die Er-
gebnisse hauptsichlich subjektiv zu bewerten sind. Es ist auch offensichtlich, dass ein solcher
Parameter meistens nur lokal gut geeigent ist. Ideal wire ein Kompressionsalgorithmus, der
ein gegebenes Bild in verschiedene Bereiche aufteilt, und diese je nach Beschaffenheit mit ei-
nem eigenen Parameter komprimiert. Solch einen Algorithmus zu entwerfen iibertritt jedoch
den Rahmen dieser Arbeit. Ansétze, die in diese Richtung gehen, existieren jedoch schon beim
JPEG2000-Algorithmus (s. [19]). Hier werden verschiedene Bildabschnitte nach gewissen Kriteri-
en verschieden stark komprimiert. Der Algorithmus, der in dieser Arbeit entworfen wird, kénnte
dann z.B. fiir solche lokalen Bildteile eingesetzt werden, um den fiir sie idealen Parameter zu
ermitteln.

7.6.1 Der Algorithmus

Anforderungen: Grosse einfarbige Flachen und scharfe Kanten sind besser mit der Haar-
Skalierungsfunktion zu komprimieren. Weiche Farbverliufe und Kanten, unscharfe Bildteile da-
gegen besser mit der Hiitchenfunktion. Der Algorithmus soll ein gegebenes Bild daraufthin un-
tersuchen, und je nach Beschaffenheit ein A € [0, 1] wihlen.
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Umsetzung: Um obige Anforderungen zu erfiillen, wird das Bild als Funktion
B: 0,2V +1]? — [0, 255]

aufgefasst. Einfarbige Fléchen sind durch einen verschwindenden Gradienten gekennzeichnet,
scharfe Kanten durch einen betragsmaéssig grossen Gradienten. Hierfiir wird eine Schranke K
vorgegeben: Alle Gradienten, die betragsmissig echt zwischen 0 und K liegen, werden als weiche
Kante bzw. als weicher Farbverlauf interpretiert.

Um den Gradienten zu berechnen wird ein sogenanntes Differenzenbild erzeugt. Hierfiir wird
eine 3 x 3-Matrix (Mi,j)?,jzl (genannt Sobel-Maske) verwendet, die den diskreten Differenzen-
quotienten sowohl in x- als auch in y-Richtung simuliert. Diese wird wie folgt angewendet:

Ist B(z,y) das Originalbild, so ergibt sich das Differenzenbild B’(z,y) durch:

1
B'(z,y) = Y Mia 2B +i,y+j)
ij=—1

Hier ergeben sich jedoch Probleme an den Réndern, da auf Bildpunkte zugegriffen werden soll,
die nicht mehr im Bild vorhanden sind. Wir berechnen daher das Differenzenbild nur im Innern,
d.h. fiir 0 < z,y < 2V + 1. Dies ist fiir unsere Zwecke auch véllig ausreichend, da wir nur einen
Uberblick iiber die Kanten und Flichen gewinnen wollen, und auch bei den Punkten in der
zweiten bzw. vorletzten Spalte und Zeile die Daten aus der ersten bzw. letzten Spalte und Zeile
mit einbezogen werden.

Wir verwenden folgende Sobel-Maske:

0 -1 0

Abbildung 39: Das Differenzenbild zu ,,Meike*

Der Algorithmus geht nun folgendermassen vor: Nachdem das Differenzenbild berechnet
wurde, wird dieses Punkt fiir Punkt durchlaufen. Falls der diskretisierte Gradient echt zwischen 0
und der Schranke K liegt, wird ein Zahler Lin um den Betragswert des Gradienten erhoht. Dieser
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Zahler ermittelt sozusagen den Anteil der weichen Kanten und Farbiibergéinge. Gleichzeitig wird
unabhéngig davon ein zweiter Zdhler Ges um den gleichen Wert erhoht, dieser ermittelt die
Betragssumme der Gradienten des ganzen Bildes.

Der Parameter A wird anschliessend als prozentualer Anteil von Lin in Ges gewéhlt.

double function Delta Wahl(Bild B)
Lin := 0; Ges := 0;
{inneren Punkte des Bildes zeilen- und spaltenweise von 1 bis 2V — 1 durchlaufen }
for y=1 to 2V — 1
for x=1 to 2V — 1
{Variable zur Berechnung des neuen Bildpunktes}
SobelSum := 0;
{Jetzt wird die Doppelsumme zur Anwendung der Sobel-Maske berechnet }
for i=-1to 1
for j=-1to 1
{Sobel-Maske auf Punkt z,y anwenden }
SobelSum := SobelSum + SobelMaske(i+2,j+2) *Bild(z+i,y+j);
end for {j}
end for {i}
{Die entsprechenden Zdihler erhihen }
if abs(SobelSum) > 0 and abs(SobelSum) < K then
Lin := Lin 4 abs(SobelSum);
end if
Ges := Ges + abs(SobelSum);
end for {z}
end for {y}
{Schliesslich den Parameter delta als Prozentsatz des linearen Zihlers ermitteln }
delta := Lin/Ges;
return(delta);
end procedure

Die Wahl der Schranke K beeinflusst auch den Parameter A. Hier muss auf Erfahrungswerte
und sicherlich auch auf subjektives Empfinden zuriickgegriffen werden. In der folgenden Tabelle
sind fiir verschiedene Bilder diverse Schranken getestet, und die ermittelten Parameter notiert
worden.

Bild\K | K=25 | K=50 | K=75 | K=100
Meike 0.39 0.66 0.81 0.89
Schilf 0.18 0.50 0.72 0.85
Wolken | 0.76 0.78 0.84 0.90
Testbild | 0.02 0.03 0.04 0.14

Bei Bildern, wo die Tendenz des Parameters A von vorne herein recht eindeutig ist, so z.B.
bei den Wolken oder bei dem Testbild, hat eine Anderung der Schranke K nicht viel Auswirkun-
gen auf das von dem Algorithmus vorgeschlagene A. Bei dem Bild Meike und Schilf dagegen
schon, hier treten Spannen bis zu 0.67 auf. In einem solchen Fall muss subjektiv entschieden
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werden. Meiner Meinung nach liefert K=50 fiir alle Bilder durchaus akzeptable Ergebnisse.

Résumee: In der Bildkompression liefern BLaC-Skalierungsfunktionen mit einem Parameter
A ungleich Null und ungleich Eins oft bessere Ergebnisse als die reinen Haar- und linearen
Skalierungsfunktionen. Hier ist man auch nicht auf Darstellung der Daten durch Addition von
Skalierungsfunktion und Wavelets angewiesen, d.h. der dort auftretende Fehler ist hier nicht von
Belang. In Verbindung mit z.B. dem JPEG2000-Algorithmus kénnte der Parameter mit dem hier
vorgestellten Algorithmus lokal ideal gewéhlt werden. So konnte die Kompressionsrate bei gleich
bleibendem oder evtl. sogar besserem Ergebnis erhoht werden, um weniger Daten speichern zu
miissen. Somit ist die Bildkompression eine gute Anwendung der BLaC-Wavelets.
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8 MSA auf hierarchischen Triangulierungen

Die zweite Anwendung der Multiskalenanalyse mit nicht ineinander geschachtelten Rdumen sind
hierarchische Triangulierungen. Bonneau nennt hier als Beispiel die Behandlung grosser unstruk-
turierter Datenmengen, wie sie z.B. bei meteorologischen oder geologischen Messungen auftreten
(s. [3, 4]). Mit solchen Daten zu arbeiten bendtigt sowohl viel Zeit, als auch viel Speicherplatz.
Es gibt viele Wavelet-basierte Methoden, die effizient bei der Visualisierung von Daten in ver-
schiedenen Detailstufen oder bei der Kompression von grossen Datenmengen arbeiten. Alle diese
Methoden bendétigen jedoch eine Hierarchie von Dreiecksnetzen, die durch Subdivision mitein-
ander verbunden sind. Ein solches Dreiecksnetz, auf dem gegebene Daten definiert sind, kann
durch rekursive Subdivision-Verfahren von einem Basisnetz aus erreicht werden. Dies kdnnen
z.B. Haar-Wavelets iiber einer 4-to-1-split-Triangulierung sein. Eine so entstehende Hierarchie
kann als einfacher Baum gespeichert werden, im Fall der 4-to-1-split Triangulierung durch eine
Quadtree-Struktur.

Aber eben diese Notwendigkeit der Subdivision-Konnektivitdt verhindert eine Anwendung der
Wayvelet-basierten Methoden auf irreguldren Dreiecksnetzen, wie sie z.B. durch Kantenentfer-
nung nach Delauny oder Verschmelzung von Ecken entstehen (s. Abbildung 40). Mit einer MSA
mit nicht ineinander geschachtelten R&umen kann nun eine Wavelet-dhnliche Dekomposition
entwickelt werden, die auf stiickweise konstanten Daten auf irreguldren Dreiecksnetzen operiert.
Eine solche Dekomposition erweitert bestehende Resultate der Haar-Wavelets iiber 4-to-1-split-
Triangulierungen und erlaubt aber auch eine exakte Rekonstruktion der Daten.

Diese Wavelet-dhnliche Transformation erwartet als Eingabe eine stiickweise konstante Funk-
tion auf einem Dreicksnetz und liefert eine Approximation dieser Funktion auf einer einfacheren
Triangulierung desselben Gebiets, sowie eine Reihe von Detail-Koeffizienten, die den Fehler zur
Eingabefunktion wiedergeben. Die Hierarchie der Triangulierung die hierbei entsteht, kann i.A.
nicht mehr als einfacher Baum gespeichert werden. Die hierfiir notwendig kompliziertere Gra-
phenstruktur wird in Kapitel 8.3 erkléart.

WAWAAY Y.
=

4-to-1-split Delauny-Entfernung Ecken-Verschmelzung

Abbildung 40: Lokale Dreiecksdezimierung

8.1 Lokale Dekomposition und die zugehoérigen Approximationsriume

Ausgangspunkt der MSA die hier entwickelt werden soll, ist eine Triangulierung eines Gebietes
Q und eine auf ihr definierte stiickweise konstante Funktion fx, wobei N der Level des feinsten
Dreiecksnetzes sei. Diese Funktion kann z.B. selbst eine Approximation einer Funktion f €
L*(Q) sein. Ferner sei T), . das k-te Dreieck der Triangulierung im n-ten Level, und K (n) eine
Indexmenge, so dass 2 die disjunkte Vereinigung der in K (n) aufgefiihrten Dreiecke vom Level
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n ist, d.h.:

Q= |J Twr

keK(n)
Die gegebene Funktion ist dabei wie folgt definiert:

fN(f):{ .CC{CV : [/CETNJg

0 : sonst

Man erhélt nun eine Triangulierung vom Level n, indem man Kanten der Triangulierung vom
Level n+1 weglésst, und die Regionen der Dreiecke, die adjazent zu den entfernten Kanten sind,
neu trianguliert. Welche Kanten entfernt werden, und wie neu trianguliert wird, soll hier nicht
diskutiert werden. Dies wird als bekannt vorausgesetzt. In diesem Abschnitt soll das Problem
behandelt werden, wie Skalierungs- und Waveletfunktionen definiert, und wie die entsprechenden
Koeffizienten berechnet werden kénnen.
Oben genannte Konstruktion definiert disjunkte Polygonregionen R,, ; im Gebiet €2, eine fiir jedes
Set von adjazenten entfernten Kanten. Gibt v;(n+1) die Anzahl der Dreiecke in der Region R, ;
an, so werden v;(n + 1) Dreiecke durch v;(n) Dreiecke ersetzt, die das gleiche Gebiet bedecken.
Hierbei soll vj(n + 1) > v;(n) gelten.

mit z) € R,k € K(N)

Abbildung 41: Entfernung von Kanten und Neutriangulierung definiert Polygonregionen

In Abbildung 41 sind drei solche Polygonregionen zu sehen. Die Haarlinien innerhalb der
eingefirbten Flachen wurden entfernt, die fetten Linien zeigen die neue Triangulierung. Eine auf
diesem Wege definierte Polygonregion besteht sowohl aus Dreiecken vom Level n, als auch aus
Dreiecken vom Level n 4+ 1. L(n,j) und L(n + 1,j) seien Indexmengen, die die Indizes dieser
Dreiecke vom Level n und n 4 1 enthalten, es gilt:

Rn,j = U Tn—l—l,k = U Tn,k’
keL(n+1,5) keL(n,j)
Die Dreiecke T;, ;. heissen Elterndreiecke von R, ;, die T, ; heissen Kinderdreiecke von
R, ;.
Fiir den Auflésungslevel n ist der Approximationsraum V,, die Menge der auf €2 definierten
Funktionen, die auf den Dreiecken T, j, konstant sind:

Vo ={f:Q—R, f(z) =2}, z€Tpn2ycR ke K(n)} (34)

Da die Verfeinerung der Dreicksnetze nicht auf Subdivisions-Schemata basiert, sind die Rdume
V,, nicht ineinander enthalten, V,, ¢ V,,11.
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vi(n+1)=6 vi(n) =4

Abbildung 42: Neutriangulierung einer Polygonregion R, ;

8.2 Die Analyse- und Synthese-Matrizen

Wie in (34) schon beschrieben, ist der Approximationsraum V,, die Menge aller auf den einzelnen
Dreiecken vom Level n konstanten Funktionen. Die Skalierungsfunktionen ¢}, k € K(n) sollen
eine Basis dieses Raumes bilden. Es liegt also folgende Definition nahe:

1 @ xeTyy
mn _ _ n,
dto) =t 0 ={ o L Lol

(35)
Ausserhalb der Regionen R, ; dndern sich die Skalierungsfunktionen zwischen Level n und
n + 1 nicht. Bei einem Analyse-Schritt miissen hier also weder Glatte- noch Detailkoeffizienten
ermittelt werden. Es ist daher sinnvoll die Analyse- und Synthese-Matrizen nur lokal fiir jede
Region R, ; zu berechnen.
Anders als bei den BLaC-Wavelets werden hier nicht die Synthese- sondern die Analyse-Matrizen
konstruiert. D.h. die Gestalt der Wavelets 1" und der approximierten Skalierungsfunktionen ¢}
steht hier noch nicht fest. Die Synthese-Matrizen kénnen z.B. durch (13) berechnet werden.

8.2.1 Berechnung von A

Sei nun f eine Funktion aus L?(Q) und f,, € V;, die Approximation dieser Funktion zum Level
n. Im Folgenden soll der Einfachheit halber auf die Betrachtung der unterschiedlichen Regionen
verzichtet werden. Die Anzahl der Dreiecke in einem Level sei dann durch v(n) gegeben.

Wir wollen nun einen Glétte-Operator definieren, der die Approximation der Eingabefunktion
vom Level n 4 1 auf die Approximation vom Level n abbildet. Dieser ist durch eine rechteckige
v(n) x v(n + 1)-Matrix gegeben. Diese Matrix A" soll so gewihlt werden, dass f, immer die
beste L?-Approximation von f, 1 in V;, ist. Dies ist der Fall, falls gilt:

<@y fn >r2=< 08, fag1 >12 ,i=1,..,v(n)

Um A" zu erhalten wird dieser Ansatz weiter entwickelt:

<<P7f7fn> <90?afn+l >
< wﬁ(n),fn > < SDZT,L(nyfn—i-l >
v(n) (n+1)
<@t X el > <et, Xoaptleptt >
i=1 =1
@ = .
v(n) v(n+1)
<y 121 x> < Dy = gittontt >
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v(n) V(nt1)
> ol <ol > zpth < o it >
=1 =1
& : —
v(n) v(n+1) L L
‘21 T 2 Zl ot < Prn): ettt >
1= 1=
<eher > e <P ey > af
< : : :
<Py PT > <Py Py Ty (n)
< oot > <@t eptiy > it
ntl ntl +1
<EmpPl > <Py Puntn) Ty nt1)

& Gu(z") = (< g, it >) (@)
& (2" =G (<o >) @)
& A" =GN <ol et >)

Gy, ist die Gram-Schmidt-Matrix, und das Skalarprodukt berechnet sich wie folgt:
n n+1 _ n, _n+1 J—
<et > = [ ey = [(in, A1, )@ y)dedy
R2 R2

= / ldxdy = area(Th; N Thi1,j)

Tn,iNTny1,j
Entsprechend gilt:

T i . ) = 1
< i) >=area(T,; N Ty ;) = { area(Ty ;) i=j

0 : sonst
1
CLTGCL(Tnyl) 0 area(Ty 1) 0
Damit ist G,, = . und G;l —
0 area(TnW(n)) 0 area(Y}mV(n))

Es ergibt sich somit:

A — area(Ty,; N Ty ;)

i Lt =1,.. =1,... 1
area(TnJ) )Z,j 72 I 7V(n)7j Y 7V(n+ )

Damit lassen sich nun die neuen Glattekoeflizienten berechnen:

n n+1
xy xy
. —qn
n n+1
xz/(n) mu(n—i—l)
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Beispiel: Fiir die Verfeinerung in Abbildung 43 ergibt sich:

Level n Level n+1
v(n) =2 ! vin+1)=4

n+1
Ly
af 3 050 afyt!
O i 1 i 1 2|
2 6 3 6 3 3+1
n
An Ly
also
1 1
n n+1 n—+1
Ty =T + s
1 9 1 2 3
1 1 1 1
n n+1 n+1 n+1 n+1
Ty = X + -z + -z + -z,
2 6 1 3 2 6 3 3 4
+1 n+1

Die Gewichtung eines Koeffizienten 2" einer Funktion ¢ in der Linearkombination fiir ©5

entspricht dem Flidchenanteil des Dreiecks T},41; an dem des Dreiecks T, ;.

8.2.2 Berechnung von B

Nun muss noch der Operator bestimmt werden, der die Koeffizienten (z"*1) auf Fehlerkoeffizi-
enten (y™) abbildet, die den Fehler zwischen f,+1 und f, wiederspiegeln. Dieser ist durch eine
w(n) x v(n + 1)-Matrix B™ gegeben. Hierbei war w(n) = v(n + 1) — v(n), d.h. die Anzahl der
Waveletbasisfunktionen entspricht der Anzahl der eingesparten Dreiecke. Um B"™ zu berechnen,
werden folgende Bedingungen gestellt:

1. Semi-Orthogonalitit der MSA: A"G;}rl(B")T =0
2. Orthonormalitit der Wavelets: B"G,,1,(B")T =1

Die zweite Bedingung erhoht die numerische Stabilitét.

Sehen wir uns die erste Bedingung genauer an, es gilt:

A" G_-il—l (Bn)T c Ru(n)xw(n)
~—~ n
—— S——
cRv(n) xv(n+1) cRv(n+1)xv(nt1) cRv(n+1)xw(n)
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Allerdings ist B” € R¥(")>¥("+1) "q h. wir haben v(n)w(n) Gleichungen fiir v(n + 1)w(n) Unbe-
kannte, also v(n + 1)w(n) — v(n)w(n) = (v(n+ 1) — v(n)) w(n) = w?(n) zu wenig Gleichungen,

~~

=w(n
um die Matrix B™ vollstdndig daraus zu bestimm(er)l. Um dieses Gleichungssystem trotzdem zu
16sen, fixieren wir eine w(n) x w(n)-Untermatrix von B™ als Einheitsmatrix. Dadurch haben wir
genau w?(n) Unbekannte weniger und sind so in der Lage die restlichen Eintriige von B™ zu
bestimmen:

bii o byt 1 0 brom+r 0 biume)
B" = : : — . .
Do)t Dot 0 U bomwm+t = bomwnr)
Das Gleichungssystem hat dann folgende Gestalt:
AGLL (BM)T
area(TnylﬂTnJrl_,l) G«Tea(T7L,1an+1,u(n+1)) 1 0
area(Ty,1) o area(Ty,1) area(Ty,1)
area(Tn,u(n)an+1,1) . area(Tn,u(n)an+l,u(n+1)) 0 I S
area(Ty, ,(n)) area(Ty, ,(n)) area(Ty,u(n))
1 0
area Tn 1ﬂTn+1 1) area(Tn,lan+1,u(n+1)) .
area(Tn, 1)area(Tn+1 ) area(Tn,1)area(Ty 41, (nt1)) 0 ’ 1
area(Ty, u(n)ﬁTn+1 1) area(TmV(n)F%Tn+1,y(n+1)) bl,w(n)—i—l' . 'bw(n),w(n)—H
area(T, ,(n))area(Tpi1, 1) ’ area(Tnyl,(m)a’r’ea(Tn+17y(n+1)) .
bl,y(n+1) o 'bw(n),u(nJrl)
v(n+1) v(n+1)
ail+ Y bl,kal,k e aremy 2 bum) Qe
k=w(n)+ k=w(n)+1
= : : =0
v n+1) v(n+1)
(n),1 + Z bl,kay(n),k “ Qy(n)w(n) + Z bw(n),kau(n),k
k=w(n)+ k=w(n)+1
Z A area(Ty j N Thi1 k) _ area(Ty j N Thy1,)
b1 ok area(Ty j)area(Tyhi1k) area(T, j)area(Ty11,)
=w(n

firi=1,..,w(n), j=1,...,v(n)

area(Ty iNTni1,5)
area(Ty,;)area(Tpy1,5)

Hierbei ist: o ; =

Um jetzt noch die zweite Bedingung B"G;}H(B”)T = [ zu erfiillen, kann ein normales Gram-
Schmidt-Orthonormalisierungsverfahren auf die Zeilen von B™ angewendet werden (s. z.B. [17]).
Solche Verfahren sind zwar fiir grosse Matrizen instabil, die hier auftretenden Matrizen sind
jedoch nur von kleiner Dimension, begrenzt durch den Grad der entfernten Kanten. Dariiber
hinaus sichert die Orthonormalitéit von B™ die numerische Stabilitéit der Algorithmen. Dies ist
gerade bei so grossen Datenmengen enorm wichtig.
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Durch die oben beschriebene Wahl der Analyse-Matrizen A™ und B"™ ist sichergestellt, dass
1. die Approximation f, zum Level n die beste Lo-Approximation von f,y1 in V,, ist,
2. die Approximation f, die beste Ly-Approximation von frng1 zum Level n in Vj, ist.

Die Synthese-Matrizen P™ und Q™ kénnen folgendermassen aus A™ und B™ berechnet werden
(siehe Gleichung (13)):

pP" = G;—il-l (An)T(AnG;_il_l (An)T)fl
Q" =G (B (B Gy (BY)) ™ = Gy (BT
—_———
=1

Die urspriinglichen Daten konnen durch z"t! = P"2" + Q"y" rekonstruiert werden. Die
Berechnung dieser Koeffizienten ist bei der Analyse und der Synthese exakt. Wo treten jetzt die
Funktionen f,,, 3" und die Wavelets 9" auf?

Die Funktion fn ist aus ‘N/n, einem Unterraum von V41, der durch die Funktionen ¢},
i =1,..,v(n) erzeugt wird. Sie ist demnach gegeben durch:

v(n)
=1

Die Funktionen ¢" ergeben sich hierbei durch die Matrix P™ als Linearkombinationen der ¢"*!:

@n — s0n+113n
Addiert man die Funktion fn zu den Wavelets ", die den Fehler wiederspiegeln, ergibt dies
die urspriingliche Funktion f,y1. Die Wavelets berechnen sich hierbei durch Matrix Q" als
Linearkombinationen der ¢"*1:

wn — gOn—HQn
Die Wavelets lassen sich hier nicht von vorne herein konstruieren. Sie ergeben sich, anders als
bei den BLaC-Wavelets, erst durch die Beschaffenheit der Rdume V,.
Die Funktion f, erhélt man nun, indem man die Koeffizienten von ¢" fiir die Funktionen ¢™

verwendet. Hier entsteht auch der Approximationsfehler der nicht ineinander geschachtelten
Réume, der hier aber nicht genauer untersucht werden soll.

Beispiel: In Abbildung 44 ist eine Region R, ; mit vier Dreiecken zu sehen. Rechts davon
ist f, als Linearkombination der ¢"t! zu sehen, darunter die fehlenden Details in Form der Wa-
velets, die ebenfalls Linearkombinationen der ¢"*! sind. Ganz rechts oben befindet sich dann
die zu f, isomorphe Funktion f,,.

8.3 Graphenstruktur der hierarchischen Triangulierungen

Wie bereits erwéhnt, soll hier nun dargestellt werden, wie diese Hierarchie der Triangulierun-
gen als Graph gespeichert werden kann. Hierfiir benttigt dieser Graph IV Level, einen fiir jeden
Auflésungslevel der Triangulierung von €2. Die Knoten eines Levels n entsprechen den Polygon-
regionen R, ;. Jeder Knoten R, ; enthélt zwei Listen mit Zeigern:
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frt1 fn =TGR + 27 G} fn = TPl + Tt

+yo o
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Abbildung 44: Wavelet-Dekomposition

1. Fiir die Kinderdreiecke 75,11 i,

2. fiir die Elterndreiecke T;, 1.

Ausserdem enthilt ein Knoten R, ; einen Zeiger auf einen Knoten R, j eines gréberen Levels
m < n, falls R, j ein Kinderdreieck enthélt, welches Elterndreieck von R, ; ist.

Werden feinere Triangulierungen z.B. durch ein 4-split-1-Verfahren erreicht, so hat jeder Knoten
nur einen Zeiger auf ein Elterndreieck und vier Zeiger auf Kinderdreiecke. Als Graphenstruktur
ergibt sich dann einfach ein Wald von Quadtree-Konstruktionen.

In den Abbildungen 45 und 46 ist ein Beispiel einer hierarchischen Triangulierung und ih-

rer Graphenstruktur zu sehen. Auf der linken Seite von Abbildung 45 ist eine Hierarchie von
Triangulierungen von Level 3 bis zu Level 0 zu sehen. Die einzelnen Polygonregionen, die durch
das Entfernen von Kanten entstehen, sind farbig markiert. Die gestrichelten Linien deuten an,
wie die Region im néchsten Level neu trianguliert wird. Diese Regionen sind nochmal auf der
rechten Seite der Abbildung zu sehen, dort mit den dazugehorigen Zeigern.
Der daraus resultierende Graph ist in Abbildung 46 zu sehen. Die gefiillten Kreise stehen fiir
Dreiecke, und die abgerundeten Rechtecke markieren Gruppen von Dreiecken, die in den Po-
lygonregionen zusammengehoren. Ist ein Kreis nicht in einem solchen Rechteck, so ist das da-
zugehorige Dreieck nicht von der Neutriangulierung betroffen. Die Kanten des Graphen sind
die oben erwihnten Zeiger auf Kinder- und Elterndreiecke und evtl. auf Knoten eines gréberen
Levels.

Abgespeichert werden hierbei nach einer Dekomposition nur eine Liste der Dreiecke vom
Level 0 und die Knoten, die den Regionen R,, ; entsprechen. Dies entspricht der Speicherung der
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Level 3

Abbildung 45: Beispiel einer hierarchischen Triangulierung und ihrer Verkettung

Glattekoeffizienten des niedrigsten Levels und der dazugehérigen Details.

Soll die Triangulierung zu einem bestimmten Level rekonstruiert werden, so werden zuerst die
Dreiecke bei Level 0 gezeichnet. Um dann von einem Level n zum néchst hoheren, also n + 1,
zu gelangen, betrachtet man die Knoten, die zu Level n + 1 gespeichert wurden, und ersetzt die
Dreiecke, auf die diese Knoten zeigen, durch die néchst feineren.

8.4 Algorithmen

Mit der in Kapitel 8.3 vorgestellten Graphenstruktur und den in Kapitel 8.2.1 und 8.2.2 vorge-
stellten Analyse-Matrizen ist es nun moglich folgende drei Algorithmen zu implementieren.

1. Wavelet Dekomposition auf den Triangulierungen

e Starte mit den Koeffizienten xy einer Funktion f bei der feinsten Triangulierung Ty ;.

e Berechne fiir jeden Auflésungslevel n und fiir jede Region R, ; mit den Analyse-
Matrizen A und B die Glattungskoeffizienten x,, und die Detail- Koeffizienten vy,

e Speichere diese statt der korrespondierenden feineren Koeffizienten x,,41

e Erhalte am Ende nur die Koeffizienten xg der Approximation von f in der grébsten
Auflssung und die Detailkoeflizienten fiir alle Regionen R, ; und fiir alle Level n =
0,...N—1

2. Rekonstruktion der Funktion in einer bestimmten Auflésung

e Starte mit dem Output der Wavelet-Dekomposition
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Abbildung 46: Der zugehorige Graph

e Fiir jeden Auflésungslevel k < n und fiir alle Ry ; berechne mit den Synthese- Ma-
trizen P und @ die Skalierungskoeffizienten x4 aus den groberen z; und aus den
Detailkoeffizienten gy,

3. Fehlerkonstruktion zu vorgegebener Fehlerschranke e

e Starte mit dem Output der Wavelet-Dekomposition und einer Fehlerschranke e

e Wihle den Subgraph der Graphenstruktur, der Regionen R, ; enthélt, die Detail-
koeffizienten enthalten, deren Absolutwert grosser als ¢ ist.

e Berechne mit den Matrizen P und ) auf diesen Regionen die Skalierungskoeffizienten
Tn41
8.5 Beispiele

Die folgenden Beispiele sind im Wesentlichen dem Artikel von Bonneau in [18] entnommen. Die
Abbildungen zeigen die partielle Rekonstruktion geometrischer Daten in verschiedenen Leveln.
Die urspriingliche Datenmenge besteht aus ungefihr 1.300 000 Kanten.
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(a) Level 28, 122130 Kanten

(f) 122130 Kanten (von 1.3M)

(g) wie (d), mit Kanten (h) wie (e), mit Kanten (i)wie (f), mit Kanten
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